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Introduction

Imaginez quatre convives dans un restaurant.

On entend des bribes de conversation : « Moi, au lycée, j’ai toujours été nul en… » Et là, grand bruit d’assiettes. Quel est le mot manquant ? Vous pouvez parier sans risque, c’est sans doute « mathématiques », la seule discipline qu’on se vante de n’avoir jamais comprise !

Mais ces vantardises ne sont pas éternelles et vient le jour où les regrets prennent le dessus. Jeunes frères, enfants ou petits-enfants à aider, déclaration de revenus à remplir, emprunts, placements, achat d’une moquette ou de la quantité exacte de peinture, les occasions sont innombrables d’utiliser les mathématiques « élémentaires », disons du niveau du collège ou de la classe de seconde.

C’est ce champ-là que nous vous proposons d’explorer d’une manière non scolaire, mêlant quelques éléments d’histoire des sciences à de nombreuses applications concrètes, et bien entendu, tout ce qu’un ancien collégien doit savoir sans oser le demander.

À propos de ce livre

Les Maths pour les Nuls décortique pour vous les prétendus mystères des mathématiques scolaires. Moins stressés que par un programme strict à respecter en classe, nous pourrons aller sur les traces des Mésopotamiens et des anciens Égyptiens mesurer les champs et le mouvement des étoiles, nous chercherons pourquoi un parallélogramme est déformable et pas un triangle, comment un gâteau peut se découper et d’où vient la beauté de certaines figures. Nous admirerons le cercle et ce célèbre nombre π qui n’a pas, au XXIe siècle, livré tous ses mystères. Quant aux théorèmes qui paraissent si abstraits à certains de nos collégiens, les Thalès, les Pythagore, nous explorerons leur richesse et leurs conséquences. Nous tenterons de comprendre le rôle de la démonstration, cette démarche de l’esprit que nous devons aux philosophes grecs et qui a imprégné la pensée occidentale jusqu’à nos jours.


Comment ce livre est organisé

Les Maths pour les nuls comporte six parties, décomposées en chapitres consacrés chacun à un sujet précis. Vous pourrez lire chaque chapitre indépendamment des autres, même si, à l’intérieur d’une partie, il y a une unité et une progression des centres d’intérêt qui rend préférable la lecture ordonnée.

Première partie : La mesure du monde : la géométrie

La première partie de ce livre est consacrée à la géométrie. On dit même « la géométrie euclidienne » pour impressionner ses voisins de train. Il s’agit bien de l’héritage de ce philosophe et mathématicien grec, Euclide, auteur du premier manuel scolaire de mathématiques, recopié, puis imprimé pendant une centaine de générations. C’est n’est donc pas parce qu’il est ancien qu’il est exemplaire, mais parce qu’il est exemplaire qu’il a traversé les siècles. Faire de la géométrie à la suite d’Euclide, c’est devenir expert pour distinguer ce qui se constate, ce qui se postule et ce qui se démontre.


Deuxième partie : Arithmétique : le compte est bon

La deuxième partie est consacrée aux nombres. Une fois encore à la suite d’Euclide, nous explorerons les nombres entiers : comment ils s’additionnent et se multiplient, comment parfois ils se divisent. C’est l’aventure des nombres premiers, indispensables aux puces de nos cartes bancaires. « Dieu a créé les entiers, disait le mathématicien Kronecker, tout le reste est l’œuvre de l’homme. » Pour ce « reste », pour des fractions, pour des nombres incommensurables, pour des nombres négatifs, des hommes se sont insultés, se sont déchirés, certains se sont suicidés.


Troisième partie : Opération algèbre

La troisième partie est consacrée à l’algèbre. Celle-ci utilise un langage nettement plus récent : il a à peine quinze siècles ! Des nombres qui n’en sont pas, ou plutôt qui se cachent sous des lettres, les x et les y, se laissent additionner, soustraire, diviser, multiplier comme de « vrais » nombres, fournissant les outils puissants dont toutes les sciences se servent aujourd’hui : les équations, les inéquations. Certaines relations simples, comme la proportionnalité, recèlent des instruments de la vie courante dont chacun à besoin.


Quatrième partie : Les statistiques… sans risque

La quatrième partie est consacrée à la statistique, celle qui hante nos journaux et nos gouvernants, science (ou art ?) des dénombrements. Pourquoi Disraeli l’a-t-il appelée « la forme scientifique du mensonge » ? Jeune professeur, l’auteur a déployé des trésors d’explications pour faire comprendre à ses étudiants la différence entre corrélation et causalité. Jusqu’à ce qu’il remplace ces explications par une simple anecdote, celle de la mamie qui fait un voyage en avion et qui demande à l’équipage de ne pas allumer les voyants Fasten seat belts car, à chaque fois, l’avion se met à tressauter. Les étudiants n’ont plus jamais confondu.


Cinquième partie : Vers l’analyse

La cinquième partie est la seule qui déborde un peu le programme du collège, mais les premiers éléments de cette branche qu’on appelle l’analyse ne peuvent pas être passés sous silence, tant ils imprègnent notre vie quotidienne, depuis les compteurs de nos automobiles jusqu’aux rentes perpétuelles. Archimède en avait pressenti l’importance et ce sont les savants de la Renaissance et du siècle qui a suivi qui ont exploité cette voie.


Sixième partie : La partie des dix

Nous concluons ce livre, comme il est d’usage dans cette collection, avec « La partie des dix » : un ensemble de chapitres courts comportant dix idées ou repères utiles pour donner sa cohérence à l’ensemble de l’ouvrage. Vous pouvez la garder pour la fin ou, au contraire, la prendre en apéritif.



Les icônes utilisées dans ce livre

[image: i0002.jpg]Évocation historique utile pour comprendre l’origine d’une idée, d’une méthode, d’une théorie.

[image: i0003.jpg]Ce point particulier requiert toute votre attention.

[image: i0004.jpg]Rien de tel qu’un exemple bien choisi pour assimiler une notion parfois difficile !

[image: i0005.jpg]Une définition que, dans un manuel scolaire, on demanderait d’apprendre par cœur. Rien de tel n’est demandé ici mais, si le terme réapparaît dans la suite, il est quand même utile de savoir ce qu’il signifie.

[image: i0006.jpg]Calcul ou raisonnement exigeant un (petit) effort pour s’en imprégner et y adhérer. On peut sauter le passage en première lecture, quitte à y revenir ensuite.


Par où commencer

Il n’est nullement besoin de lire ce livre de A à Z. Une certaine logique est bien sûr nécessaire pour assimiler les notions clés des mathématiques, mais le lecteur pourra à l’envi commencer par l’algèbre ou la géométrie, la statistique ou l’analyse, et même se balader dans le livre à la manière d’un flâneur guidé par sa seule curiosité. Des encadrés et des icônes servent de balises et permettent d’entrer à tout endroit du livre, ainsi que l’index alphabétique placé en fin d’ouvrage. Bonne route !





Première partie

La mesure du monde : la géométrie

[image: i0007.jpg]


Dans cette partie…

 


Pour commencer, comment ne pas évoquer l’un des plus grands best-sellers de tous les temps, le champion toutes catégories des manuels scolaires ayant servi aux étudiants pendant près de deux mille ans : Les Éléments d’Euclide ? Euclide a fait de la géométrie une science aussi logique et déductive que possible, ouvrant les portes aux arpenteurs, aux astronomes, aux bâtisseurs de temples, de ponts et de châteaux. C’est sur ces traces que nous marcherons ici, en étudiant des figures élémentaires de la géométrie, comme le triangle, les quadrilatères et le cercle.





Chapitre 1

Tous géomètres !

Dans ce chapitre :



	[image: triangle.jpg] De l’Égypte à la Grèce

	[image: triangle.jpg] La géométrie d’Euclide

	[image: triangle.jpg] La règle, le compas et autres instruments

	[image: triangle.jpg] Une ascension par la face nord

	[image: triangle.jpg] Le cinquième postulat



Les avis des historiens de l’Antiquité divergent largement sur la naissance des mathématiques. Il y a cependant quelques points d’accord : deux localisations, en Chine et en Mésopotamie, et une origine, sociale. Ce sont en effet des bâtisseurs qui les premiers se sont intéressés à la géométrie. Ils voulaient construire des habitations et, plus encore, des temples dont l’harmonie des formes devait se manifester aux yeux des hommes et des divinités. Le roi qui veut bâtir une tour n’improvise pas, l’Évangile de Luc (14.28) nous le dit : « Qui de vous en effet, s’il veut bâtir une tour, ne commence par s’asseoir pour calculer la dépense et voir s’il a de quoi aller jusqu’au bout ? » Il doit y avoir des plans, c’est-à-dire des représentations géométriques dans lesquelles, pour de simples raisons esthétiques, les cercles et les droites s’imposent dès l’origine.

De l’Égypte à la Grèce

[image: i0008.jpg]On dispose d’assez nombreux documents mathématiques du IIe millénaire. Pour l’Égypte, nous avons le papyrus Rhind et celui de Moscou, pour la Mésopotamie, d’abondantes tablettes d’argile. La démarche n’y est en aucune façon déductive : il s’agit de « trucs » pour calculer une longueur, une aire, un volume. Aucun nom de « géomètre » ne nous est parvenu de cette époque.

Thalès (600 av. J.-C.) est considéré comme le pionnier d’une nouvelle étape. Selon Plutarque, « Thalès fut apparemment le seul dont la réflexion s’échappa des limites de l’utilité pratique ». On sait peu de choses sur lui : Proclus (412-485) l’évoque en citant un résumé de l’Histoire des mathématiques d’Eudème de Rhodes (300 av. J.-C.), élève d’Aristote. À la suite de Proclus, on attribue à Thalès des « démonstrations », même si certains résultats sont utilisés longtemps avant lui.

Les « démonstrations » attribuées à Thalès


	[image: cochegrise.jpg] Les angles à la base d’un triangle isocèle sont égaux.

	[image: cochegrise.jpg] Des angles opposés par le sommet sont égaux.

	[image: cochegrise.jpg] Si des triangles ont un côté égal et deux angles respectivement égaux, ils sont égaux.

	[image: cochegrise.jpg] Un diamètre partage un cercle en parties de même longueur.

	[image: cochegrise.jpg] Un angle inscrit dans un demi-cercle est droit.


[image: i0009.jpg]



Pythagore, cinquante ans plus tard, nous est un peu mieux connu. Le travail de mise en ordre et de diffusion de nombreux éléments par l’école pythagoricienne est généralement reconnu. Qu’on puisse situer à ce siècle l’émergence du souci déductif en géométrie résulte d’un écrit d’un des pythagoriciens tardifs, Archytas de Tarente, selon lequel, avant Pythagore, « des preuves satisfaisantes étaient possibles en arithmétique, mais pas en géométrie ».

[image: i0010.jpg]Mais c’est avec Euclide, deux siècles et demi plus tard, que ce souci de rigueur est réellement pris en charge : il commence avec un nombre réduit de définitions et de postulats et, appliquant une méthode strictement déductive, il en tire de nouvelles propositions. Il récuse ainsi la méthode du simple constat ou, du moins, la circonscrit aux postulats de départ. Naturellement, la notion même de rigueur évolue de siècle en siècle et la tâche de pourchasser toute trace d’intuition n’a été achevée qu’avec David Hilbert et ses Fondements de la géométrie, publiés en 1899.


La géométrie d’Euclide

Euclide pose d’abord quelques définitions. Ainsi :
[image: i0011.jpg]

	[image: coche.jpg] Le point est ce qui n’a pas d’étendue.

	[image: coche.jpg] La ligne est ce qui a une longueur, mais pas d’épaisseur.

	[image: coche.jpg] Les extrémités de la ligne sont des points.

	[image: coche.jpg] La droite est la ligne qui s’étend régulièrement entre ses points.

	[image: coche.jpg] L’angle est l’inclinaison de deux droites qui se coupent, sans être confondues, etc.



Il est probable que ces « définitions » remontent à Platon. Il faut garder à l’esprit que l’œuvre principale d’Euclide, les Éléments, est un manuel scolaire et que son ambition est de mettre en forme les connaissances de son époque. On ne s’attachera pas excessivement au caractère illusoire de ces définitions. (Par exemple, « inclinaison » n’est pas défini et, s’il avait tenté de le définir, Euclide aurait probablement utilisé le mot angle dans cette définition !) Ceci est largement inévitable au commencement d’un discours structuré.

D’autres définitions, toujours au livre I des Éléments, sont encore plus riches de sous-entendus. Ainsi, Euclide définit un angle droit en disant : « Lorsqu’une droite en rencontre une autre en formant des angles égaux, chacun de ces angles est appelé angle droit. » Cette définition sous-entend une définition de l’égalité, considérée comme intuitive par Euclide, bien qu’elle soulève une question à l’époque très controversée, celle du déplacement.

Euclide pose ensuite des demandes (postulats), affirmations sans démonstrations, qu’il veut que le lecteur tienne pour évidentes. Elles sont au nombre de cinq :
[image: i0012.jpg]

	[image: coche.jpg] Il est possible de tracer une ligne droite et une seule d’un point donné vers un point donné.

	[image: coche.jpg] Il est possible de prolonger une ligne droite en une ligne droite.

	[image: coche.jpg] Il est possible de tracer un cercle dont on donne le centre et le rayon.

	[image: coche.jpg] Tous les angles droits sont égaux.

	[image: coche.jpg] Si une droite qui en coupe deux autres forme avec elles et du même côté des angles intérieurs moindres que deux angles droits, ces droites, si on les prolonge de ce côté, finiront par se rencontrer.



Figure 1.1 :

Les droites « finiront » par se rencontrer.


[image: i0013.jpg]


Les trois premiers postulats donnent un rôle prééminent à deux instruments : la règle (non graduée) et le compas. Aujourd’hui encore, lorsqu’un énoncé scolaire demande de « construire le point qui… », il y a un sous-entendu : cette construction doit être faite à l’aide de la règle et du compas seulement. Plus généralement, une telle construction est appelée une construction euclidienne.


La règle, le compas et autres instruments

Les Grecs utilisaient de nombreux instruments de dessin, au-delà de la règle qui permet de tracer des lignes droites et du compas qui permet de tracer des cercles. L’un d’eux, parmi les plus rudimentaires, est encore familier aujourd’hui, c’est le procédé du jardinier pour construire une ellipse. On peut en effet prouver que si l’on attache une ficelle à deux piquets et qu’on déplace un bâton qui tende la ficelle, la pointe de ce bâton décrit une ellipse.

Figure 1.2 :

Le tracé du jardinier.


[image: i0014.jpg]


[image: i0015.jpg]D’autres instruments sont encore d’usage courant : la règle graduée, le rapporteur, l’équerre, etc. Les musées d’arts et techniques présentent de nombreux instruments de dessin. Citons, parce qu’il résout un problème fameux, le trisecteur, qui permet de partager un angle en trois angles égaux.

Figure 1.3 :

Le trisecteur DR.


[image: i0016.jpg]


Le trisecteur de Bergery est encore plus rudimentaire : c’est une pièce de bois telle que :



	[image: coche.jpg] A, B, C et D sont alignés ;

	[image: coche.jpg] AB = BC = CD ;

	[image: coche.jpg] [BD] est le diamètre du demi-cercle ;

	[image: coche.jpg] (BZ) est perpendiculaire à (AD).



Figure 1.4 :

Le trisecteur de Bergery.


[image: i0017.jpg]


Pour partager en trois l’angle xOy, on place l’appareil en sorte que A soit sur [Oy) et O sur le côté [BE]. Puis, on le déplace en sorte que [Ox) soit tangent au demi-cercle. [OB] et [OC] sont les trisectrices demandées.

Figure 1.5 :

Trisection d’un angle xOy.


[image: i0018.jpg]


Très tôt, on a observé qu’une figure tracée à l’avance pouvait faciliter certaines constructions géométriques. C’est ainsi qu’Archimède s’est fait l’avocat d’une courbe, qu’on nomme aujourd’hui spirale d’Archimède, dont la description mécanique est très simple : une demi-droite tourne à vitesse constante autour de son origine, cependant qu’un de ses points s’éloigne de cette origine avec une vitesse constante.

Figure 1.6 :

La spirale d’Archiméde.


[image: i0019.jpg]


Cette spirale peut être utilisée pour diviser un angle en un nombre quelconque d’angles égaux. Voici comment Archimède lui-même proposait de diviser un angle en trois parties.

La trisection d’un angle à l’aide de la spirale

Plaçons le sommet de l’angle au centre de la spirale et observons l’un des arcs (n’importe lequel) qu’il découpe sur cette courbe. Reportons à l’aide d’un compas la longueur OA sur OB. Toujours à l’aide d’un compas, on sait diviser le segment [A’B] en trois segments de même longueur, [A’M], [MN], [NB]. Les arcs de cercle centrés en O et passant respectivement par M et N recoupent l’arc de spirale en X et Y et il ne reste qu’à tracer (OX) et (OY). On vérifie aisément que l’angle donné a ainsi été divisé en trois parties.

[image: i0020.jpg]



Bien entendu, si on dispose d’un rapporteur, la construction est encore plus rapide : on mesure l’angle et on divise par trois !

[image: i0021.jpg]Un siècle plus tard, Nicomède mit en évidence une courbe, la conchoïde de Nicomède, qui permet aussi cette construction. On se donne un point P (appelé le pôle de la courbe), une droite D (appelée la directrice de la courbe) et une distance d. Sur toute droite passant par P et coupant la directrice en un point M, on marque les deux points A et B à distance d de M. Lorsque cette droite varie, les points A et B décrivent chacun une branche d’une courbe appelée conchoïde de Nicomède.

Figure 1.7 : La

conchoïde.


[image: i0022.jpg]


Trisection d’un angle à l’aide de la conchoïde

Soit un angle ABC. De A, traçons une perpendiculaire à (BC) et une parallèle à (BC), soit (Ax).

On utilise une conchoïde ayant B pour pôle, (AD) pour directrice et la distance d = 2 AB. L’intersection de la conchoïde et de (Ax) détermine une trisectrice BH de l’angle ABC. (On le vérifie sans peine en marquant le milieu F de {GH] et en examinant les triangles isocèles AFH et AFB).

[image: i0023.jpg]




L’ascension de la face nord…

… l’hiver

Il est de la nature de l’homme d’élever constamment la barre de ses défis. Après avoir conquis un sommet, un alpiniste voudra le conquérir par la face nord, plus difficile, puis en hiver, plus rigoureux. Si c’est dans l’Himalaya, il voudra le conquérir sans oxygène… La Grèce a connu une telle escalade dans les défis mathématiques. Les instruments de dessin, les courbes prétracées sont apparues comme des facilités, le compas et la règle ayant seuls la pureté digne d’un vrai géomètre. Si bien qu’Euclide lui-même proposa de très nombreuses constructions utilisant seulement ces deux instruments, en précisant bien que la règle n’est pas graduée et permet seulement de marquer des points alignés.

Un exemple élémentaire suffit à montrer l’esprit de la démarche. Il concerne la bissectrice d’un angle, demi-droite qui le partage en deux angles égaux.

La construction d’une bissectrice par Euclide

Traçons du sommet de l’angle un arc de cercle qui coupe en A et B les côtés de l’angle. Avec la même ouverture de compas, traçons les cercles passant par O et centrés respectivement en A et en B. Ils se recoupent en un point P et il est immédiatement possible de vérifier, par exemple en notant que OAPB est un losange, que (OP) est la bissectrice de l’angle donné.

[image: i0024.jpg]



[image: i0025.jpg]Mais, malgré l’activité et l’ingéniosité de nombreux géomètres, trois problèmes restaient rebelles à ces constructions, au point qu’on les a appelés les trois défis de la géométrie antique. Le premier a déjà été évoqué : la trisection de l’angle. Le second, le plus célèbre, est la quadrature du cercle : construire un carré dont l’aire soit égale à l’aire d’un cercle donné. Le troisième est la duplication du cube. Nous les savons aujourd’hui impossibles, mais il a fallu deux mille ans pour qu’on en ait la preuve. C’est en 1637 que Descartes montra l’impossibilité de la duplication du cube, en 1837 que Wantzel publia la démonstration de l’impossibilité de la trisection de l’angle (et, en même temps, de la duplication du cube) et il fallut attendre 1882 pour que Lindemann prouve l’impossibilité de la quadrature du cercle. Cela n’empêche pas de nombreux mathématiciens amateurs d’adresser encore régulièrement à des universitaires, ou à des auteurs de livres, de prétendues « démonstrations ». C’est un phénomène curieux qui tient sans doute à une ambiguïté du mot « impossible ». Cela ne signifie pas, comme en langage courant, que nul n’a pu le faire jusqu’à ce jour : ce qu’ont prouvé Descartes, Wantzel et Lindemann, c’est que toute construction prétendue à la règle et au compas est erronée. C’est une perte de temps que d’y chercher l’erreur.

La duplication du cube

Une épidémie de peste s’étant déclarée à Délos, l’oracle d’Apollon demanda qu’on doublât le volume de l’autel de ce dieu, un cube d’or. On construisit un cube de dimensions doublées, mais l’oracle n’en fut pas satisfait, car le volume était multiplié par 8.

En fait, il aurait fallu multiplier la longueur des arêtes par 3√2, ce qui est impossible à la règle et au compas. En revanche, comme pour la trisection de l’angle, l’utilisation d’appareils plus ou moins ingénieux ou de courbes comme la conchoïde permet ces tracés, mais il ne s’agit plus de constructions euclidiennes.



… et sans oxygène

Une fois cernées les constructions réalisables à l’aide d’une règle et d’un compas, plusieurs « perfectionnements » de ce défi furent proposés.

Au Xe siècle, un astronome persan, Abul Wefa, plus connu sous le nom de Muhammad ibn Muhammad ibn Yahya ibn Isma’il ibn al-’Abbas Abu’l-Wafa’al-Buzjani publia un ouvrage où il présentait de nombreuses constructions géométriques réalisées à l’aide d’une règle et d’un compas à ouverture fixe (ce que les géomètres appellent familièrement un compas rouillé) : c’est d’ailleurs ainsi que nous avons construit la bissectrice d’un angle un peu plus haut.

En 1672, George Mohr prouva que tout point qu’on peut construire à la règle et au compas peut être construit à l’aide du seul compas. Son livre n’a été retrouvé qu’en 1928, si bien que Mascheroni, qui redécouvrit en 1797 le même résultat, lui a donné son nom : une construction de Mascheroni est une construction faite à l’aide du seul compas.

[image: i0026.jpg]En 1822, le mathématicien Jean Victor Poncelet suggéra que toute construction euclidienne peut être faite à l’aide de la seule règle, pourvu que soient tracés d’avance un cercle et son centre. C’est le suisse Joseph Steiner qui en donna une preuve rigoureuse onze ans plus tard.

Il s’agit davantage désormais de récréations mathématiques. On doit par exemple à T.R. Dawson, célèbre pour ses problèmes au jeu d’échecs, un des plus amusants théorèmes de la série : toute construction euclidienne est possible en utilisant seulement des allumettes (identiques et en nombre illimité).

Construction à la Dawson du milieu d’un segment [AB]

Elle permet aussi la construction de la bissectrice d’un angle, ici ACB.

[image: i0027.jpg]





Le cinquième postulat

Il y a peu d’affirmations mathématiques qui aient fait, au cours des siècles, couler autant d’encre que le cinquième postulat d’Euclide. Rappelons-en la formulation :


Si une droite qui en coupe deux autres forme avec elles et du même côté des angles intérieurs dont la somme est moindre que deux angles droits, ces droites, si on les prolonge de ce côté, finiront par se rencontrer.


Figure 1.8 :

Le cinquiéme postulat.


[image: i0028.jpg]


Dès l’époque d’Euclide, le cinquième postulat a souvent été tenu pour trop complexe pour un simple postulat (il fait de plus appel à une notion de somme de mesures d’angles) et de nombreux géomètres ont tenté soit de le démontrer, soit de le remplacer par un énoncé plus simple. Deux formulations particulièrement simples ont été proposées, dont on a prouvé l’équivalence avec le cinquième postulat :



	[image: coche.jpg] Par un point extérieur à une droite, on peut tracer une droite qui lui est parallèle, et une seule.

	[image: coche.jpg] La somme des mesures des angles d’un triangle est égale à deux angles droits.



Figure 1.9 :

L’unique parallèle.


[image: i0029.jpg]


Figure 1.10 :

[image: i0030.jpg] 2 droits.


[image: i0031.jpg]


Mais on en connaissait bien d’autres formes, parfois depuis fort longtemps. Par exemple :
[image: i0032.jpg]

	[image: coche.jpg] Si un point se déplace en restant à distance constante d’une droite, il décrit une droite parallèle à cette droite. (ibn al Haitham, dit Alhazen, Xe siècle)

	[image: coche.jpg] Tout quadrilatère ayant trois angles droits (quadrilatère de Lambert) a son quatrième angle droit. (Omar Khayyam, XIe siècle)

	[image: coche.jpg] Si un quadrilatère a deux côtés opposés de même longueur, perpendiculaires à un autre côté (quadrilatère de Saccheri), on prouve, sans le postulat d’Euclide, que les deux autres angles sont égaux. Les supposer droits implique ce cinquième postulat. (Omar Khayyam)

	[image: coche.jpg] Pour tout segment, il existe un carré dont il est l’un des côtés. (Legendre, XVIIIe siècle)

	[image: coche.jpg] Il existe une paire de triangles semblables mais non égaux. (Wallis, XVIIIe siècle)

	[image: coche.jpg] Pour tout triangle, il existe un cercle passant par ses trois sommets. (Legendre)

	[image: coche.jpg] Il existe un triangle rectangle d’aire arbitrairement grande. (Gauss)



Pendant une vingtaine de siècles, les mathématiciens se sont escrimés, tentant de démontrer l’un ou l’autre de ces énoncés. En vain. Nous arrivons au XVIIIe siècle, lorsque le jésuite Jérôme Saccheri publie un livre, Euclide débarrassé de ses défauts, dans lequel il analyse le cinquième postulat. Son ambition est d’en donner une démonstration à l’aide des quatre premiers, mais il n’aboutit pas et, implicitement, il en montre l’indépendance, préparant le chemin à d’autres géométries qui refusent le cinquième postulat. La formulation choisie par Saccheri se prêtait mieux, pensait-il, à une démonstration rigoureuse : c’est celle qui concerne les angles d’un triangle.

Mais en réalité, Saccheri ouvrait la voie à des constructions rigoureuses de géométries nouvelles, non euclidiennes, en ce sens qu’elles récusaient le cinquième postulat et postulaient à la place l’un ou l’autre des deux « contraires » suivants :



	[image: coche.jpg] Par un point pris hors d’une droite, on ne peut mener aucune parallèle à cette droite (ou ce qui s’avère être équivalent : la somme des angles d’un triangle surpasse deux angles droits).

	[image: coche.jpg] Par un point pris hors d’une droite, on peut mener une infinité de parallèles à cette droite (ou ce qui s’avère être équivalent : la somme des angles d’un triangle est inférieure à deux angles droits).



Il s’avère, comme l’ont prouvé un siècle plus tard Gauss et Riemann, Bolyai et Lobatchevsky, que, en choisissant l’un de ces énoncés, on peut développer une « géométrie » parfaitement logique et cohérente. Dans une lettre à Bolyai datée de 1813, Gauss écrivait : « J’ai à coup sûr prouvé des résultats qui sembleraient à beaucoup des démonstrations du cinquième postulat, mais qui, selon moi, ne prouvent rien du tout. » Il eut même la tentation d’une vérification expérimentale en mesurant la somme des angles d’un triangle formé par trois sommets montagneux, mais l’écart avec 180° ne dépassait pas les erreurs attendues des mesures.

Dans la réalité, trois géométries sont condamnées à la coexistence :



	[image: coche.jpg] celle qui accepte le cinquième postulat, la géométrie euclidienne ;

	[image: coche.jpg] celle qui le refuse en posant que la somme des angles d’un triangle surpasse deux angles droits, qu’on appelle la géométrie de Riemann ;

	[image: coche.jpg] celle qui le refuse en posant que la somme des angles d’un triangle est inférieure à deux angles droits, qu’on appelle la géométrie hyperbolique, ou géométrie de Lobatchevsky.



La géométrie de Riemann a une illustration très simple : la géométrie sur la sphère, où les grands cercles jouent le rôle des droites. Le cinquième postulat est bien sûr en défaut, puisque deux « droites » ont toujours deux points communs. Un triangle peut avoir trois angles droits.

Figure 1.11 :

Un triangle avec trois angles droits.


[image: i0033.jpg]


La géométrie hyperbolique a, elle aussi, des illustrations euclidiennes simples. Une des plus connues est le disque de Poincaré, où l’univers se limite à l’intérieur d’un disque, les « droites » étant soit les rayons, soit les arcs de cercle coupant la frontière à angle droit. Poincaré a donné une image de son univers en imaginant que tout objet se contracte en s’approchant de la frontière, se raccourcissant dans la proportion r2/R2, où r2 désigne le carré de sa distance au centre et R2 le rayon de l’univers.

Figure 1.12 :

Escher, Le Disque de Poincaré, DR.


[image: i0034.jpg]






Chapitre 2

Les bons côtés du triangle

Dans ce chapitre :



	[image: triangle.jpg] « Téléphoner » un triangle

	[image: triangle.jpg] L’inégalité triangulaire

	[image: triangle.jpg] Des triangles pas comme les autres

	[image: triangle.jpg] Des triangles ressemblants

	[image: triangle.jpg] Les angles d’un triangle

	[image: triangle.jpg] Les médianes



L’une des figures les plus simples de la géométrie est le triangle : trois points (les sommets), trois segments qui les joignent deux à deux (les côtés), trois angles. Les géomètres grecs lui ont consacré des centaines de pages, au point qu’on aurait pu penser que, après les pythagoriciens, plus rien d’intéressant ne pouvait s’écrire sur le sujet. Visitant le temple de Poséidon, au cap Sounion, l’auteur a eu la surprise d’entendre le guide s’extasier que ce temple, associé au temple d’Égide et au Parthénon, formait une figure géométrique parfaite, un triangle ! Trois points constituent toujours un triangle (sauf s’ils sont alignés et ce serait alors encore plus remarquable).

Figure 2.1 :

Le triangle.


[image: i0035.jpg]


Une des caractéristiques majeures du triangle est que les longueurs de ses trois côtés suffisent à en fixer la forme : un triangle est indéformable. C’est le coup de génie, il y a un demi-siècle, des inventeurs du pneu X de Michelin : alors que les trames étaient traditionnellement faites de croisillons rectangulaires, comme la trame d’un tissu, ils eurent l’idée de faire des croisillons triangulaires, qui donnaient au pneu son indéformabilité.

« Téléphoner » un triangle

[image: i0036.jpg]Si je raisonne sur un triangle dessiné sur ma feuille et que je souhaite obtenir de l’aide d’un ami lointain, je peux lui indiquer par téléphone trois nombres, les longueurs des côtés. Là-bas, il pourra construire son triangle et nous pourrons dialoguer. C’est même une construction euclidienne, une construction à la règle et au compas. Posons par exemple que je lui ai donné les longueurs 7 cm, 5 cm et 4 cm. Il trace un segment [AB], par exemple de la plus grande des longueurs que je lui ai indiquées, soit 7 cm, puis, avec pour centre A un cercle dont le rayon soit la deuxième longueur, soit 5 cm, et pour centre B, un cercle dont le rayon soit la troisième longueur, soit 4 cm. Certes, il aura pu construire deux triangles, mais ils ne sont guère différents, comme une image et son reflet dans un miroir, et, pour la plupart des questions dont nous aurons à discuter, cela n’a pas d’importance.

Figure 2.2 :

Le triangle téléphoné.


[image: i0037.jpg]



L’inégalité triangulaire

Cela ne veut pas dire que je puisse tricher et lui téléphoner trois nombres pris au hasard : si je lui dit que mon triangle a des côtés dont les longueurs sont 5 cm, 2 cm et 2 cm, il ne pourra pas réaliser la construction (les cercles ne se coupent pas) et pourra à bon droit m’accuser d’erreur ou de mensonge. Dans tout triangle, la longueur d’un côté, quel qu’il soit, est inférieure à la somme des longueurs des deux autres côtés. C’est la fameuse inégalité triangulaire. Euclide la démontre, ce que Proclus trouvait ridicule : « Même un âne trouve plus court de se diriger tout droit vers sa nourriture que de faire un détour ! »

La seule donnée des longueurs des côtés d’un triangle permet d’énoncer et de démontrer de très nombreuses propriétés. Certes, l’enseignement français a pris pour habitude d’y associer très rapidement les angles, mais ce n’est pas une nécessité. Un très bel exemple est la formule de Héron, que l’on nomme ainsi en l’honneur du géomètre Héron d’Alexandrie, même si certains historiens l’attribuent plutôt, deux siècles auparavant, à Archimède.
[image: i0038.jpg]
La formule de Héron

On donne les longueurs a, b, c des côtés d’un triangle. Le carré S2 de son aire S est donné par la formule :

S2 = p (p - a) (p - b) (p - c)


dans laquelle p désigne le demi-périmètre du triangle.

[image: i0039.jpg]


Si on veut éviter d’utiliser une quatrième lettre p, on peut remarquer que :


[image: i0040.jpg]


et en procédant de même pour b et c, on obtient :


[image: i0041.jpg]


Exemple :

Les côtés d’un triangle mesurent 5 cm, 5 cm et 6 cm. Le demi-périmètre est :


[image: i0042.jpg]


et la formule de Héron donne :


S2 = 8 (8 - 5) (8 - 5) (8 - 6) = 16 X 9


S est donc égale à 4 X 3 = 12.

[image: i0043.jpg]




Des triangles pas comme les autres

Toujours avec à l’esprit les seules longueurs des côtés, on peut mettre en évidence des triangles particuliers, qu’on rencontre souvent dans les œuvres d’art ou même dans des symboles plus ou moins mystérieux.

Le triangle équilatéral

On désigne ainsi, de façon parfaitement conforme à l’étymologie latine de ce mot, tout triangle dont les trois côtés ont la même longueur.

Figure 2.3 :

Triangle équilatéral.


[image: i0044.jpg]


Nous verrons plus loin que, pour un tel triangle, les trois angles ont la même mesure, 60°. D’autres calculs sont faciles, par exemple celui de l’aire par la formule de Héron.

Notons a la longueur du côté d’un triangle équilatéral. Le périmètre est 3a et le demi-périmètre 1,5a. La formule de Héron donne immédiatement :


[image: i0045.jpg]



Le triangle isocèle

Bien que « isocèle » soit l’exact équivalent avec les racines grecques d’« équilatéral » avec les racines latines, on désigne ainsi tout triangle qui a deux côtés de même longueur.

Figure 2.4 :

Triangle isocèle.


[image: i0046.jpg]


S’il n’est pas en plus équilatéral, un triangle isocèle a un côté particulier, celui qui est de longueur différente et qu’on appelle la base. Quant au sommet opposé à la base, c’est lui qu’on appelle le sommet. Ainsi, lorsqu’on écrit « triangle ABC isocèle de sommet A », cela signifie que AB = AC.

Nous verrons plus loin qu’un tel triangle a deux angles qui ont même mesure, ceux qui « encadrent » la base.


Le triangle de Pythagore

Observons le triangle ci-dessous, dont les côtés mesurent respectivement 3, 4 et 5 unités. Il est facile d’observer que 25 est la somme de 9 et de 16, autrement dit, que :

52 = 32 + 42


ou encore que l’aire du carré construit sur le plus grand côté est égale à la somme des aires des carrés construits sur les deux autres.

Figure 2.5 :

Le triangle de Pythagore.


[image: i0047.jpg]


Nous verrons plus loin qu’un tel triangle a un angle droit (triangle rectangle). La formule de Héron prend une forme particulièrement agréable dans ce cas.

La formule de Héron pour un triangle de Pythagore

Reprenons la formule de Héron sous la forme :


16S2 = (a + b + c) (b + c - a) (a - b + c) (a + b - c)


Moyennant quelques calculs ennuyeux mais faciles, ceci se réduit successivement en :


2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2 - (a4 + b4 + c4) 
c2 (2a2 + 2b2 - c2) - (a4 - 2a2b2 + b4)


Il est temps de tenir compte de la relation de Pythagore a2 + b2 = c2 pour obtenir :


c4 - (a2 - b2)2


soit :


(a2 + b2)2 - (a2 - b2) 2 = 4a2b2


et donc :


16S2 = 4a2b2


et :


[image: i0048.jpg]


Ainsi, l’aire d’un triangle de Pythagore est égale au demi-produit des longueurs de ses deux plus petits côtés.
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