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Introduction
Imaginez quatre convives dans un restaurant. On entend des bribes de conversation : « Moi, au lycée, j’ai toujours été nul en… ». Et là, grand bruit d’assiettes. Quel est le mot manquant ? Vous pouvez parier sans risque, c’est sans
doute « mathématiques », la seule discipline qu’on se vante de n’avoir jamais
comprise !
Mais ces vantardises ne sont pas éternelles et vient le jour où les regrets prennent
le dessus. Jeunes frères, enfants ou petits-enfants à aider, déclaration de revenus
à remplir, emprunts, placements, achat d’une moquette ou de la quantité exacte
de peinture, les occasions sont innombrables d’utiliser les mathématiques
« élémentaires », disons du niveau du collège ou de la classe de seconde.
C’est ce champ-là que nous vous proposons d’explorer d’une manière non
scolaire, mêlant quelques éléments d’histoire des sciences à de nombreuses
applications concrètes, et bien entendu, tout ce qu’un ancien collégien doit savoir
sans oser le demander.
À propos de ce livre
Les Maths pour les Nuls décortique pour vous les prétendus mystères des mathématiques scolaires. Moins stressés que par un programme strict à respecter en
classe, nous pourrons aller sur les traces des Mésopotamiens et des anciens
Égyptiens mesurer les champs et le mouvement des étoiles, nous chercherons
pourquoi un parallélogramme est déformable et pas un triangle, comment un
gâteau peut se découper et d’où vient la beauté de certaines figures. Nous admirerons le cercle et ce célèbre nombre π qui n’a pas, au XXIe siècle, livré tous ses
mystères. Quant aux théorèmes qui paraissent si abstraits à certains de nos
collégiens, les Thalès, les Pythagore, nous explorerons leur richesse et leurs
conséquences. Nous tenterons de comprendre le rôle de la démonstration, cette
démarche de l’esprit que nous devons aux philosophes grecs et qui a imprégné la
pensée occidentale jusqu’à nos jours.
L'organisation de ce livre
Les Maths pour les Nuls comporte six parties, décomposées en chapitres consacrés
chacun à un sujet précis. Vous pourrez lire chaque chapitre indépendamment des
autres, même si, à l’intérieur d’une partie, il y a une unité et une progression des
centres d’intérêt qui rend préférable la lecture ordonnée.
Première partie : Arithmétique : le compte est bon
La première partie est consacrée aux nombres. À la suite d’Euclide, nous explorerons les nombres entiers : comment ils s’additionnent et se multiplient, comment
parfois ils se divisent. C’est l’aventure des nombres premiers, indispensables aux
puces de nos cartes bancaires. « Dieu a créé les entiers, disait le mathématicien
Kronecker, tout le reste est l’œuvre de l’homme. » Pour ce « reste », pour des
fractions, pour des nombres incommensurables, pour des nombres négatifs, des
hommes se sont insultés, se sont déchirés, certains se sont suicidés.
Deuxième partie : Opération algèbre
La deuxième partie est consacrée à l’algèbre. Celle-ci utilise un langage nettement plus récent, qui a à peine quinze siècles ! Des nombres qui n’en sont pas, ou
plutôt qui se cachent sous des lettres, les x et les y, se laissent additionner, soustraire, diviser, multiplier comme de « vrais » nombres, fournissant les outils
puissants dont toutes les sciences se servent aujourd’hui. Certaines relations
simples, comme la proportionnalité, recèlent des instruments de la vie courante
dont chacun a besoin.
Troisième partie : Les statistiques… sans risque
La troisième partie est consacrée à la statistique, celle qui hante nos journaux
et nos gouvernants, science (ou art ?) des dénombrements. Pourquoi Disraeli la
considérait-il comme un mensonge ? Jeune professeur, l’auteur a déployé des
trésors d’explications pour faire comprendre à ses étudiants la différence entre
corrélation et causalité. Jusqu’à ce qu’il remplace ces explications par une simple
anecdote, celle de la mamie qui fait un voyage en avion et qui demande à l’équipage de ne pas allumer les voyants Fasten seat belts car, à chaque fois, l’avion se
met à tressauter. Les étudiants n’ont plus jamais confondu.
Quatrième partie : Vers l’analyse
La quatrième partie est la seule qui déborde un peu le programme du collège,
mais les premiers éléments de cette branche qu’on appelle l’analyse ne peuvent
pas être passés sous silence, tant ils imprègnent notre vie quotidienne, depuis les
compteurs de nos automobiles jusqu’aux rentes perpétuelles. Archimède en avait
pressenti l’importance et ce sont les savants de la Renaissance et du siècle qui a
suivi qui ont exploité cette voie.
Cinquième partie : La mesure du monde : la géométrie
La cinquième partie de ce livre est consacrée à la géométrie. On dit même
« la géométrie euclidienne » pour impressionner ses voisins de train. Il s’agit
bien de l’héritage de ce philosophe et mathématicien grec, Euclide, auteur du
premier manuel scolaire de mathématiques, recopié, puis imprimé pendant
une centaine de générations. Ce n’est donc pas parce qu’il est ancien qu’il est
exemplaire, mais parce qu’il est exemplaire qu’il a traversé les siècles. Faire de
la géométrie à la suite d’Euclide, c’est devenir expert pour distinguer ce qui se
constate, ce qui se postule et ce qui se démontre.
Sixième partie : La partie des Dix
Nous concluons ce livre, comme il est d’usage dans cette collection, avec « La
partie des Dix » : un ensemble de chapitres courts comportant dix idées ou
repères utiles pour donner sa cohérence à l’ensemble de l’ouvrage. Vous pouvez
la garder pour la fin ou, au contraire, la prendre en apéritif.
Les icônes utilisées dans ce livre
[image: ]Évocation historique utile pour comprendre l’origine d’une idée, d’une méthode,
d’une théorie.
[image: ]Ce point particulier requiert toute votre attention.
[image: ]Rien de tel qu’un exemple bien choisi pour assimiler une notion parfois difficile !
[image: ]Une définition que, dans un manuel scolaire, on demanderait d’apprendre par
cœur. Rien de tel n’est demandé ici mais, si le terme réapparaît dans la suite, il
est quand même utile de savoir ce qu’il signifie.
[image: ]Calcul ou raisonnement exigeant un (petit) effort pour s’en imprégner et y
adhérer. On peut sauter le passage en première lecture, quitte à y revenir ensuite.
Par où commencer
Il n’est nullement besoin de lire ce livre de A à Z. Une certaine logique est bien
sûr nécessaire pour assimiler les notions clés des mathématiques, mais le lecteur
pourra à l’envi commencer par l’algèbre ou la géométrie, la statistique ou l’analyse, et même se balader dans le livre à la manière d’un flâneur guidé par sa seule
curiosité. Des encadrés et des icônes servent de balises et permettent d’entrer à
tout endroit du livre, de même que l’index alphabétique placé en fin d’ouvrage.
Bonne route !

Partie 1 Arithmétique : le compte est bon
[image: ]

Dans cette partie...

Dans l’histoire de nos civilisations, l’invention des nombres
entiers a été un pas important vers l’abstraction. Les problèmes
sont si simples à poser et, parfois, si difficiles à résoudre
que ces nombres ont alimenté le travail des savants pendant
des millénaires (et ce n’est pas fini !). Le grand mathématicien
Kronecker disait : « Dieu a inventé les nombres entiers, le reste
est l’œuvre de l’homme. » Avec les nombres premiers, les fractions
et les nombres négatifs, nous partirons donc à la découverte
de cette notion en apparence simple : le nombre, et de la science
qui lui est associée : l’arithmétique.


DANS CE CHAPITRE

Le nombre 2

•
Compter sans nombres

•
La numération romaine

•
L’usage social des entiers

•
Les numérations de position

•
Jusqu’où peut-on compter ?

•
L’induction

Chapitre 1 Les nombres entiers naturels
L’étude des nombres entiers naturels a de quoi fasciner, même les nuls ! Les
énoncés sont le plus souvent faciles à comprendre et les démonstrations
sont parfois élémentaires, parfois d’une grande complexité.
Dans l’histoire de l’humanité, l’émergence de l’idée de nombre a été extrêmement lente.
Le nombre 2
Dans l’éveil d’un très jeune enfant, comme dans l’histoire de nos lointains
ancêtres, la conscience du 2 survient avec l’idée que certains ensembles familiers ont quelque chose en commun : les mains, les yeux, les pieds, la paire de
bœufs qu’on attelle ou le couple de tourterelles qu’on apprivoise… Réclamer deux
bonbons, c’est en vouloir un dans chaque main, nul besoin de savoir compter
pour cela. La persistance, dans de nombreuses langues, de termes variés pour
nommer cette chose commune,
• deux euros ;

• une paire de chaussures ;


• un couple d’animaux ;

• un duel ;

• un duo de poissons ;

• travailler en binôme ;


… est peut-être la trace d’une difficulté à reconnaître ce que ces ensembles ont
en commun.
Compter sans nombres
Même pour des ensembles plus volumineux, des actes simples de gestion sont
possibles sans avoir à utiliser de nombres. Le berger qui sort son troupeau le
matin peut mettre dans un sac un caillou pour chaque mouton qui sort de la
bergerie ; le soir, il retire du sac un caillou à chaque bête qui rentre au bercail. Si
le sac est vide, il ne manque aucune bête. Chaque caillou représente un mouton,
comme le ferait une encoche sur un bout de bois ou sur un os, ou un petit trait
tracé sur une tablette d’argile.
Pour sommaire que soit ce procédé, il permet de s’assurer que deux troupeaux
contiennent le même « nombre » d’animaux et, dans le cas contraire, d’avoir
une idée de ce qui les différencie.
Dans un effort d’abstraction supplémentaire, les cailloux peuvent être immatériels, comme les mots d’une récitation ou, plus faciles encore à retenir, d’une
comptine :
Une poule sur un mur, qui picorait du pain dur,

Picoti, picota, lève la queue et puis s’en va.

[image: ]En prononçant un mot pour chaque objet à dénombrer, on peut se contenter
de retenir le dernier mot prononcé. Une collection qui a permis d’aller jusqu’à
« pain » contient ce que nous appelons aujourd’hui neuf éléments ; toute collection qui permet d’aller à ce même mot en contient autant, elle en contient moins
si la récitation s’arrête avant, plus si elle continue au-delà.
Il n’y a aucune différence essentielle avec une autre récitation, la comptine
numérique :
Un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix,

Onze, douze, treize, quatorze, quinze, seize, dix-sept, dix-huit, dix-neuf, vingt.

Mais quelque récitation qu’on utilise, on se heurte vite aux limites de la mémoire,
sans compter la difficulté de trouver un texte dans lequel aucun mot n’apparaît
plus d’une fois.
Quant aux encoches sur un bâton, elles se heurtent bientôt à une difficulté
analogue : pour comparer deux pareils « documents », il n’y a guère que le fastidieux appariement : on fait glisser, d’encoche en encoche, un doigt d’une main et
un doigt de l’autre.
Si l’on dispose d’un support d’écriture, tablette d’argile ou équivalent de notre
papier, on peut construire un système d’abréviations qui faciliterait les comparaisons. On peut convenir de remplacer par exemple :
	IIIII 
	par 
	V 

	VV 
	par 
	X 



Il est dès lors plus rapide de comparer XVII et XVIII que :
	IIIIIIIIIIIIIIIII 
	et 
	IIIIIIIIIIIIIIIIII 



On aura reconnu la numération romaine, encore en usage en Occident il y a une
dizaine de siècles.
La numération romaine
On utilise aujourd’hui encore la numération romaine pour les siècles (le XXIe siècle),
pour les rois (Louis XIV), pour les papes (Benoît XVI)…
Alors que la numérotation décimale utilise une décomposition à l’aide de dizaines,
de centaines etc., et un principe multiplicatif, la numérotation romaine, pour les
quantités inférieures à cinq mille, utilise :
• des symboles spécifiques :


	I 
	V 
	X 
	L 
	C 
	D 
	M 

	1 
	5 
	10 
	50 
	100 
	500 
	1 000 



• un principe d’addition : tout symbole supérieur (ou égal) à celui qui le suit s’y
ajoute.


Exemple :
	XX 
	20 
	(10 + 10) 

	LI 
	51 
	(50 + 1) 

	MDCXV 
	1 615 
	(1 000 + 500 + 100 + 10 + 5) 



Tardivement, on a ajouté un principe de soustraction, pour alléger les écritures,
selon lequel tout symbole strictement inférieur à celui qui le suit s’en retranche.
Exemple :
	IV 
	4 
	(5 – 1) 

	XL 
	40 
	(50 – 10) 



[image: ]Ce système n’est pas dépourvu d’ambiguïté. Par exemple, VXC pourrait
représenter :
• 5 retranché au nombre XC, soit 90 - 5 = 85 ;

• 5 retranché au nombre X, soit 5, retranché de C, ce qui donne 95.


C’est pourquoi, quitte à allonger les écritures, on n’écrit en général qu’un seul
nombre à retrancher à gauche d’un autre :
• 95 sera alors écrit XCV ;

• 85 sera écrit LXXXV.


Pour les besoins de la vie courante, ce système a rempli son rôle tant bien que
mal, malgré deux handicaps : la limitation des nombres que le procédé permet
d’écrire (il n’y a pas de symbole d’usage courant pour abréger un nombre plus
grand que mille) et l’extraordinaire difficulté des opérations, même élémentaires
à nos yeux (allez donc multiplier XXIII par XVII !).
L’usage social des entiers
Dans la vie courante, nous utilisons les entiers dans plusieurs contextes qui
changent grandement leur nature.
Le nombre-code
Certains nombres sont de purs codes, utilisés pour marquer des objets, des
personnes, des éléments plus ou moins abstraits : les nombres de trois chiffres
sur les plaques d’immatriculation de nos voitures, les numéros de portables, les
numéros de sécurité sociale, les cases dans une grille de Sudoku…
On pourrait sans dommage les remplacer par des lettres, des couleurs, des logos…
Il n’y a aucun sens à les comparer : la piscine des Amiraux, dont le numéro de
téléphone est 0146064647, n’a aucune supériorité sur la piscine Dunois, dont le
numéro est seulement 0145854481 !
Le nombre-rang
Les entiers sont parfois utilisés pour coder un rang : la liste des reçus à un concours
est parfois publiée « par ordre de mérite », candidat reçu 1er, candidat reçu 2e…
Certes, en dehors des cas d’ex æquo, ces numéros de rang peuvent servir de codes :
on affecte dans la classe A les candidats de rangs donnés (par exemple : de rangs
pairs), mais ils en disent plus, car ils autorisent des comparaisons : le candidat
classé 7 est meilleur que le candidat classé 8.
Le nombre-valeur
Certains nombres sont encore plus riches de sens, exprimant une valeur et ces
valeurs pouvant être additionnées (j’achète un objet marqué 10 € et un marqué
15 €). Ils peuvent s’utiliser en nombre-rang (on présente des objets par prix
décroissants) ou même en nombre-code (j’achète la boîte à 6 €).
Les numérations de position
Une idée toute différente, venue d’Extrême-Orient, a été introduite en Europe par
Léonard de Pise, connu aussi sous le nom de Fibonacci, en 1267.
La base dix
Il s’agit de réduire la comptine numérique à neuf termes, des chiffres, de grouper
les éléments à dénombrer par dizaines, les dizaines s’il le faut par dizaines de
dizaines, et ainsi de suite. On dira ainsi qu’une cassette contient :
• quatre écus ;

• sept dizaines d’écus ;

• trois dizaines de dizaines d’écus.


[image: ]On convient alors d’écrire ces chiffres côte à côte, de la droite vers la gauche
(suivant l’usage de l’écriture arabe), la simple position de l’écriture d’un chiffre
suffisant à indiquer s’il s’agit d’unités, de dizaines, de dizaines de dizaines, et
ainsi de suite. Le contenu de notre cassette est alors noté 374.
Un avantage décisif et un défaut apparaissent immédiatement.
L’avantage est qu’il n’y a plus de limitations aux nombres qu’on est capable de
noter. Il n’y a aucune ambiguïté sur le nombre désigné par :
1 698 543 317 925

Le défaut réside dans le risque de confusion entre :
• quatre écus et sept dizaines d’écus ;

• quatre écus et sept dizaines de dizaines d’écus,


qui devraient l’un et l’autre s’écrire 74.
Naturellement, si le scribe est soigneux, il aura tracé des colonnes, si bien que la
confusion est impossible.
	 	7 
	4 

	7 
	 	4 



L’autre idée, venue d’Inde et apportée par les Arabes, consiste à user d’un signe
spécial pour marquer une colonne vide : chacun aura reconnu ici notre zéro qui
rend impossibles à confondre 74 et 704.
Bien entendu, si l’usage des dizaines s’est imposé presque universellement (on
dit que nous utilisons un système à base dix), d’autres groupements auraient pu
être imaginés et l’ont été dans certaines civilisations.
D’autres bases
Pourquoi dix, tout d’abord ? La raison en est vraisemblablement anatomique :
nous avons dix doigts ! Mais ces mêmes raisons auraient pu faire pencher en
faveur de la base cinq, ou vingt en utilisant les orteils. D’ailleurs, plusieurs civilisations ont utilisé cette base vingt. Il nous en reste des traces, lorsque nous disons
quatre-vingts, ou que nous évoquons l’hôpital des Quinze-Vingts.
Lorsque apparaissent des calculs scientifiques, et notamment astronomiques,
d’autres bases peuvent sembler souhaitables.
Repensons à notre base dix. Elle nous est si familière que des facilités de calcul
nous semblent naturelles : lorsque la division est possible, diviser par dix est un
jeu d’enfant, diviser par cinq ou par deux n’est guère plus compliqué. La raison
en est simple : la base choisie, dix, est divisible par deux et par cinq. Ainsi, l’opération consistant à diviser soit par la base, soit par un diviseur de la base est très
facile : du point de vue du savant, de celui qui aura à faire des calculs, une bonne
base est celle qui a le plus de diviseurs possibles. Par exemple, en base dix, les
divisions par deux et par cinq sont faciles ; en base douze, les divisions par deux,
par trois, par quatre et par six sont faciles.
La base douze

Nous avons quelques éléments de
numération en base douze dans nos
usages. Les œufs, les huîtres se vendent
par douzaines. Douze douzaines forment
une grosse.

Une association s’est fondée dans les
années quarante du siècle dernier, la
Duodecimal society, devenue la Dozenal
society of America, qui s’est consacrée
à la promotion de la numération en base
douze. Elle publie un bulletin et gère un
site Internet, en coopération avec une
association britannique. Quelles que
soient ses excellentes raisons, elle a peu
de chances d’aboutir ; c’est un phénomène
bien connu, analogue à la multiplicité des
langues ou aux claviers d’ordinateurs.

On l’appelle d’ailleurs l’effet azerty.
Lorsque les machines à écrire sont
apparues, la disposition des lettres a été
conçue pour ralentir la frappe, en sorte
d’éviter que les marteaux ne s’emmêlent.
Il serait aujourd’hui plus logique d’abandonner cette disposition au profit d’une
autre, plus ergonomique, mais l’habitude
est trop forte.

L’escalade est sans limite : pourquoi pas une base deux cent dix, qui rendrait
élémentaires les divisions par : 2, 3, 6, 7, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105 ?
La réponse va de soi : plus la base est importante, plus il y a de symboles différents pour représenter les nombres inférieurs à la base (en un mot : des chiffres).
Il faut donc un compromis.
Deux compromis ont fait carrière :
• La base soixante, qui rend élémentaires les divisions par : 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15,
20, 30, et que nous utilisons encore pour les durées. Diviser une heure en douze
parties égales est immédiat : on trouve cinq minutes.


• La base deux, qui a envahi l’informatique et qui présente l’intérêt de n’utiliser
que deux chiffres, 0 et 1, si bien qu’il n’est pas épuisant d’apprendre ses tables,
qu’il s’agisse de table d’addition ou de multiplication.


Comment s’écrirait le nombre 157 en base 6 ?

On imagine des cailloux, groupés six par
six. Ces groupements sont prévisibles
grâce à la division par 6 :

157 = (6 × 26) + 1

Le reste, 1, dans cette division, figure un
caillou qui n’appartient à aucun groupe.

Parmi les 26 sizaines constituées, on tente
des groupements de six sizaines. Puisque :

26 = (6 × 4) + 2

on peut former quatre groupements et il
reste deux sizaines isolées. Notre nombre
représente :

• 4 sizaines de sizaines ;

• 2 sizaines ;

• 1 caillou,



ce qui s’écrit 4216.

(Le petit 6 est un aide-mémoire rappelant
que ce nombre est écrit en base 6.)

Jusqu’où peut-on compter ?
Bien qu’ils ne soient en rien nécessaires à ce qui suit, les systèmes de numération de position nous font toucher du doigt une notion qui a fait couler beaucoup
d’encre : celle de l’infini.
Nous sommes au cours préparatoire ; le jeu consiste à écrire le plus grand nombre
qui existe dans le monde. Fabien, six ans, lève la main et montre ce qu’il a écrit :
21 650.
« Tu crois que c’est le plus grand nombre du monde ? demande la maîtresse.
— Oui.
— Et que dirais-tu de 21 651 ?
— J’étais pas tombé loin ! »
Ce qui manque justement à Fabien, qui l’en blâmerait, c’est cette idée du « jamais
fini » ; si grand que soit un nombre, on peut toujours en décrire un plus grand,
en lui ajoutant 1.
Dès l’époque d’Archimède, les savants avaient clairement perçu deux faits
importants. Le premier est que la suite des nombres entiers peut être allongée
sans limite, par la répétition d’un processus, qui permet de donner un successeur
à tout nombre, ce que nous faisons en lui ajoutant 1. Le second est qu’il est
possible d’opérer, non seulement sur des nombres quelconques préalablement
écrits, mais sur des nombres non connus de celui qui fait le raisonnement, ce qui
ne l’empêche pas d’énoncer des résultats. Cette idée, qui nous est aujourd’hui
familière, consiste à remplacer des nombres par des lettres. Ainsi, une écriture
telle que :
a+b=b+a
qui exprime que la somme de deux nombres ne dépend pas de l’ordre dans lequel
on les écrit, n’a évidemment pas à être vérifiée cas par cas : un raisonnement
permet de l’établir comme un résultat général.
Les paradoxes de l’infini
Pendant des siècles, on s’est contenté des constats précédents et ce n’est que dans
la seconde moitié du XIXe siècle qu’on s’est avisé de certaines difficultés logiques.
[image: ]La première survient lorsqu’on veut étendre le travail du berger et de ses petits
cailloux. En associant son double à tout entier :
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 
	6 
	7 
	8 
	9 
	10 
	11 
	… 

	2 
	4 
	6 
	8 
	10 
	12 
	14 
	16 
	18 
	20 
	22 
	… 



On met ainsi « en évidence » ce paradoxe singulier : il y a autant de nombres
pairs que de nombres entiers. Cela choque le sens commun : que fait-on des
nombres impairs ?
L’hôtel de Hilbert
Cet hôtel comporte une suite infinie de chambres, numérotées à l’aide des entiers.
Supposons-le complet : il y a un voyageur dans chaque chambre. Et voilà qu’on
sonne à la porte : un voyageur en quête de gîte. Que peut faire le réceptionniste ?
La réponse est simple : il demande à tout voyageur déjà installé de changer de
chambre et de s’installer dans la suivante ; celui qui a la chambre 6 ira en 7,
comme celui qui a la chambre 1 000 ira en 1 001. Ses anciens clients sont tous
relogés et la chambre 1 est disponible pour le nouvel arrivant.
S’il s’agit d’un car entier de quarante voyageurs, ce n’est pas plus difficile : on
enverra chaque occupant quarante chambres plus loin ; celui qui a la chambre 6
ira en 46, comme celui qui a la chambre 1 000 ira en 1 040. Ses anciens clients sont
tous relogés et les chambres 1 à 40 sont disponibles pour les nouveaux arrivants.
Encore plus fort : il se présente une suite infinie de clients. Le réceptionniste n’a
qu’à demander à tout voyageur déjà installé de changer de chambre et de s’installer dans la chambre du numéro double ; celui qui a la chambre 6 ira en 12,
comme celui qui a la chambre 1 000 ira en 2 000. Ses anciens clients sont tous
relogés et les chambres de numéros impairs sont disponibles pour les nouveaux
arrivants. À l’arrivant numéro p, il attribuera la chambre de numéro impair 2p + 1.
L’induction
C’est au XVIIe siècle qu’une formalisation précise est proposée pour prouver qu’une
certaine propriété vraie pour un entier particulier est vraie de tout entier. Le
mérite en revient à Pierre de Fermat qui, sans modestie, écrit : « Et pour ce que
les méthodes ordinaires, qui sont dans les Livres, étaient insuffisantes à démontrer des propositions si difficiles, je trouvai enfin une route tout à fait singulière pour y parvenir. J’appelai cette manière de démontrer la descente infinie »
(Lettre à Carcavi, août 1659).
L’idée de Fermat est la suivante. Une certaine propriété dépend d’un entier n et
est vraie, souvent de façon banale, pour n = 1.
Par un calcul, Fermat prouve que, si la propriété était fausse pour un entier n, elle
serait fausse aussi pour l’entier précédent n - 1. Il « descend » ainsi jusqu’à 1,
faisant éclater une contradiction : il est absurde de supposer la propriété fausse
pour n.
Souvent la preuve se fait dans l’autre sens : on prouve que si la propriété est vraie
d’un entier n, elle est vraie pour le suivant : la propriété est alors dite héréditaire.
Le principe de Fermat s’énonce ainsi :
Si une proposition dépendant d’un entier n est vraie lorsque n = 1, et si elle est
héréditaire, alors elle est vraie de tout entier.

Ou, sous une forme un peu plus générale :
Si une proposition dépendant d’un entier n est vraie lorsque n = p, et si elle est
héréditaire, alors elle est vraie de tout entier au moins égal à p.

C’est sous cette forme que Pascal décrit le raisonnement, dans son Traité du
triangle arithmétique. Il veut prouver une propriété sur les lignes d’un tableau de
nombres (appelé depuis le triangle de Pascal) : « Quoique cette proposition ait
une infinité de cas, j’en donnerai une démonstration bien courte, en supposant
deux lemmes : le premier, qui est évident de soi-même, est que cette proposition se rencontre dans la seconde ligne ; le deuxième, que, si cette proposition
se rencontre dans une ligne quelconque, elle se trouve nécessairement dans la
suivante. D’où il se voit qu’elle est nécessairement dans toutes les lignes, car elle
est dans la seconde ligne par le premier lemme, donc par le second, elle est dans
la troisième ligne, donc dans la quatrième, et à l’infini. Il faut donc seulement
démontrer le second lemme. »
« Lemme » signifie résultat préparatoire et Pascal commence dans cet exemple
à n = 2 : « se rencontre dans la seconde ligne ».
Sous la forme proposée par Pascal, ce mode de preuve est généralement appelé
raisonnement par récurrence.
Exemple à la Fermat
[image: ]On donne un nombre x, tel que x > - 1. Il s’agit de démontrer, pour tout entier
naturel n, l’inégalité de Bernoulli :
(1 + x)n ≥ 1 + nx
La démarche proposée par Fermat se développe comme suit. S’il existait un entier
p tel que :
(1 + x)p < 1 + px (I)
Ce nombre p ne peut pas être nul (pour p = 0, les deux membres de notre inégalité
valent 1 et le premier membre ne peut être strictement inférieur au second), ni
même égal à 1 (pour p = 1, les deux membres de notre inégalité valent 1 + x et le
premier membre ne peut être strictement inférieur au second).
L’égalité évidente :
1 + px = (1 + x) [1 + (p – 1) x] – (p – 1) x2
entraîne l’inégalité :
1 + px < (1 + x) [1 + (p – 1) x]
Avec notre hypothèse (I), nous pouvons écrire :
(1 + x)p< (1 + x) [1 + (p – 1) x]
Ce qui, puisque 1 + x est positif et non nul, équivaut à :
(1 + x)p-1< 1 + (p – 1) x
[image: ]Si l’inégalité (I) était vérifiée par un entier p, elle serait vérifiée par l’entier p - 1.
On pourrait ainsi « descendre » et parvenir à l’entier 1, pour lequel l’inégalité (I)
s’écrit :
1+x <1+x
Ce qui est faux (il s’agit d’inégalité stricte). On en déduit que la proposition :
Il existe un entier p pour lequel (1 + x)p < 1 + px

… est fausse, donc que la proposition contraire :
Pour tout entier n, (1 + x)n ≥ 1 + nx

… est vraie.
Exemples à la Pascal
Exemple 1
On se propose, avec un véhicule à consommation constante, de parcourir un
circuit fermé. En n points du circuit, sont placées des réserves de carburant dont
le total égale la consommation du véhicule pour parcourir le circuit. Il s’agit de
prouver qu’il existe un point de départ permettant d’accomplir le circuit sans
tomber à court de carburant.
[image: ]Pour n = 1, la propriété est vraie : si tout le carburant est placé en un point, il suffit
de partir de ce point pour avoir de quoi parcourir le circuit entier.
Nous allons montrer que « si la propriété se trouve dans un nombre, elle se trouve
dans le suivant » (autrement dit que la propriété est héréditaire).
Observons une situation dans laquelle le carburant est réparti en n + 1 points du
circuit.
Il existe au moins un des points, nommons-le A, en lequel la réserve de carburant
permet d’aller jusqu’au point suivant (sinon, le total ne permettrait certainement pas d’accomplir un circuit complet). On ne change rien d’essentiel en ramenant la réserve de ce point suivant en A. Mais alors, nous nous trouvons devant
le même problème pour n points. Si l’affirmation est vraie pour n, elle est donc
vraie pour n + 1.
Exemple 2
Soit à trouver et prouver une formule exprimant la somme des n premiers
nombres impairs.
Les égalités :
1 = 1 ; 1 + 3 = 4 ; 1 + 3 + 5 = 9 et 1 + 3 + 5 + 7 = 16
laissent imaginer que la somme des n premiers nombres impairs est égale
à n2.
Et de fait, cette propriété, vraie pour n = 1, est héréditaire, puisque de l’égalité :
1 + 3 +… + (2p – 1) = p2
On déduit, par addition de (2p + 1) aux deux membres :
1 + 3 +… + (2p + 1) = p2 + 2p + 1
… qui est bien égal à (p + 1)2.
Exemple 3
Soit à prouver que, quel que soit l’entier n, n5 - n est divisible par 5.
La propriété est manifestement vraie pour n = 1. Prouvons qu’elle est héréditaire.
On suppose donc que n5 - n est multiple de 5. Alors :
(n + 1)5 – (n + 1) = n5 + 5n4+10n3 + 10n2 + 5n + 1 – n – 1 = n5 – n + 5 (n4 + 2n3 + 2n2+n),
somme de deux multiples de 5, est aussi un multiple de 5.
Les dangers du raisonnement par récurrence
Donnons un exemple.
Tous les entiers en cause sont des entiers naturels non nuls. On note
max (u, v) le plus grand des entiers u et v et max (u, u) = u.
Soit P (n) la propriété : si max (m, p) = n, alors m = p.
[image: ]Cette propriété resplendit de fausseté. Et pourtant…
• P (1) est vraie : si max (m, p) = 1, alors m = p. (Si le plus grand de deux entiers non
nuls est égal à 1, l’autre aussi, et ces entiers sont donc égaux.)

• La propriété est héréditaire.


Supposons P (n) vraie et prenons m et p des entiers tels que max (m, p) = n + 1.
On en déduit max (m - 1, p - 1) = n et, puisque P (n) est vraie, m - 1 = p - 1, d’où
m = p et la propriété est bien héréditaire.
L’erreur vient de ce que la preuve de l’hérédité n’est correcte que si m > 1 et p > 1.
Ce n’est donc pas pour n = 1 qu’il aurait fallu faire la vérification mais pour n = 2.
Et, bien entendu, c’est impossible.
Un danger supplémentaire
Enfin, une propriété héréditaire peut parfaitement être fausse pour tout entier.
Donnons-en un exemple.
Soit la propriété : pour tout entier n, 10n + 1 est un multiple de 9.
Démonstration de l’hérédité :
10n+1 + 1 peut s’écrire 10 (10n + 1) – 9
Ce qui rend évident le fait que, si 10n + 1 est un multiple de 9, alors 10n+1 + 1 est
aussi un multiple de 9.
[image: ]Cette propriété est bien héréditaire. Mais le raisonnement par récurrence est
incomplet, car on n’a pas effectué la vérification pour n = 1 par exemple, cas pour
lequel la propriété est fausse : 11 n’est pas un multiple de 9.
En fait, on peut même démontrer que 10n + 1 n’est jamais un multiple de 9. C’est
même une bonne illustration de la méthode de descente infinie d’Euler.
On raisonne ainsi : s’il existait une valeur de l’entier n telle que 10n + 1 fût un
multiple de 9, on écrirait :
10 (10n-1 + 1) = 10n+1 + 9
Ce qui montre que 10 (10n-1 + 1) est un multiple de 9.
On en déduit que (10n-1 + 1) serait aussi un multiple de 9.
« Or est-il qu’étant donné un nombre, il n’y en a point infinis en descendant
moindres que celui-là », selon la belle formulation d’Euler. On descendrait ainsi
jusqu’à 1 pour lequel la propriété est visiblement fausse, 11 n’est pas un multiple
de 9.
En résumé, un raisonnement par récurrence comporte deux étapes indispensables :
• prouver que la propriété est héréditaire ;

• prouver que la propriété est exacte pour un nombre p (souvent 0 ou 1).
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Chapitre 2 Additionner des entiers
Même notre berger ignorant du chapitre précédent avait une idée de la
somme de deux nombres, sans avoir besoin d’une définition mathématique : réunir deux troupeaux, réunir les tas de cailloux qui les représentent, cela
lui donne une intuition de la somme.
Si l’on voulait être solennel et rigoureux comme un manuel de mathématiques,
on dirait :
La somme de deux nombres entiers est le nombre associé à la réunion de deux
ensembles de cailloux, chaque ensemble représentant un des nombres donnés.

Quant à l’addition, c’est tout simplement l’opération qui, à deux nombres, associe
leur somme.
Les propriétés de l’addition
La simple observation des tas de cailloux, lorsqu’on en formalise le résultat,
conduit à des propriétés simples de l’opération d’addition :
• La commutativité : la somme de deux nombres est indépendante de l’ordre dans
lequel on les écrit (exemple : 15 + 2 = 2 + 15).


• L’associativité : la somme de trois nombres est indépendante des groupements
qu’on y fait. Ces groupements sont marqués par des parenthèses.
Les parenthèses sont en effet un signe de priorité : on doit effectuer en priorité
l’opération indiquée entre parenthèses.


Parenthèses et priorité

Lorsqu’on écrit : (2 + 5) + 3

cela signifie qu’on demande de calculer
d’abord la somme 2 + 5 = 7, puis la somme
7 + 3 = 10.

Lorsqu’on écrit : 2 + (5 + 3)

cela signifie qu’on demande de calculer
d’abord la somme 5 + 3 = 8, puis la somme
2 + 8 = 10.

L’addition étant une opération associative,
les deux résultats sont égaux.

Même à l’époque des calculatrices, il est bon de savoir faire une addition, ne
serait-ce que parce que les piles peuvent être usées !
On dispose les nombres en colonnes, les chiffres représentant des unités de même
ordre les uns en dessous des autres, on obtient :
• une colonne des unités (la plus à droite) ;

• une colonne des dizaines ;

• une colonne des centaines, etc.


	Bien disposé 	Mal disposé 
	3 461 
	3 461 

	25 
	2 5 



En commençant par la droite, on additionne les unités. Si le total ne dépasse
pas 9, on l’écrit en bas de la colonne, sinon, on reporte le nombre de dizaines
dans la colonne voisine à gauche (retenue).
Exemple :
	On pose 	On calcule 
	1 1 1 
	7 + 5 = 12 
	on écrit 2 et 1 en retenue 

	23 617 
	1+1+3=5 
	on écrit 5 

	[image: ]	6 + 5 = 11 
	on écrit 1 et 1 en retenue 

	1 + 3 + 7 = 11 
	on écrit 1 et 1 en retenue 

	 	1+2+3 = 6 
	on écrit 6 



La punition

Au dix-huitième siècle, celui qui allait
devenir un des plus grands génies
mathématiques de toute l’histoire n’avait
pas eu besoin de machine. « Carl Friedrich
est trop dissipé. Il doit faire de gros efforts
pour être plus calme en classe. » Voilà
ce qu’en 1787, les parents du jeune Carl
Friedrich Gauss pouvaient lire sur le livret
scolaire de leur fils, âgé de dix ans.

Il est vrai que son précepteur avait bien
du mal avec lui. Un jour, Carl Friedrich fut
privé de récréation et, pour le tenir tranquille tout ce temps, le maître lui donna
un travail à faire : calculer la somme des
nombres entiers de 0 à 100. Quatre-vingt-dix-neuf additions, voilà de quoi calmer un
élève turbulent.

À peine le maître était-il sorti dans la cour
de récréation qu’il vit arriver Carl Friedrich,
prêt à jouer au ballon avec ses camarades.
« Carl, je t’avais donné un travail à faire !
― C’est fait, m’sieur. »

Et l’enfant tendit au maître un papier sur
lequel était inscrit le résultat : 5 050.
Surprise du maître. « Et comment as-tu
trouvé cela ? »

Carl Friedrich explique alors qu’il a écrit
deux fois la somme à calculer et qu’il a
remarqué que les nombres écrits l’un en
dessous de l’autre avaient toujours pour
somme 100. Et comme il y a 101 colonnes,
le total est 10 100 et représente deux fois la
somme à calculer. Il suffit de diviser par 2
pour obtenir le résultat.

L’historien des sciences E. T. Bell, qui
rapporte cette histoire, dit que plus jamais
le jeune Gauss n’eut, en guise de punition, à faire un exercice supplémentaire de
mathématiques.

	0 
	1 
	2 
	3 
	4 
	… 
	… 
	99 
	100 

	100 
	99 
	98 
	97 
	96 
	… 
	… 
	1 
	0 




[image: ]La longueur du calcul, lorsqu’on ne dispose pas de moyens électroniques, est une
charge pour ceux qui ont à le faire. On raconte que c’est pour soulager son père,
comptable, que Blaise Pascal inventa en 1642 la première machine à calculer ; il
avait dix-neuf ans. C’était un assemblage de roues dentées, dont la principale
originalité était de permettre les retenues. Lorsqu’une roue avait fait un tour
complet, cela faisait avancer d’un cran la roue suivante. La pascaline fut construite
en petite série et Pascal lui-même en rédigea la réclame : « Cette machine facilite et retranche en ses opérations tout ce superflu ; le plus ignorant y trouve
autant d’avantage que le plus expérimenté : l’instrument supplée au défaut de
l’ignorance ou du peu d’habitude, et, par des mouvements nécessaires, il fait lui
seul, sans même l’intention de celui qui s’en sert, tous les abrégés possibles à la
nature, et à toutes les fois que les nombres s’y trouvent disposés. »
Les additions cachées
Un jeu dont de nombreux magazines sont friands consiste à crypter une addition, en remplaçant chaque chiffre par une lettre. Naturellement, deux chiffres
distincts ne peuvent pas être représentés par la même lettre.
Exemple 1
On donne l’addition suivante :
[image: ]

[image: ]On peut raisonner comme suit :
La somme s’écrit avec cinq chiffres, ce qui ne peut résulter que d’une retenue. Or,
dans une addition de deux nombres, une retenue ne peut être égale qu'à 1. Donc
celle issue de la somme G + P vaut 1.
G + P (ou peut-être G + P + 1 en cas de retenue) est donc égal à G + 1 (ou G + 2 en
cas de retenue), qui s’écrit avec deux chiffres distincts, dont le premier est 1. Le
second ne peut être qu’égal à 0 (la lettre O représente donc 0) et alors G = 8 ou 9.
Si G = 8, c’est que la colonne des centaines (R + O, plus éventuellement une
retenue) a provoqué une retenue, ce qui n’est possible que si R = 9. Mais alors la
colonne des dizaines (I + U plus éventuellement 1 de retenue) doit donner 19 (le 9
écrit sur la ligne des résultats et 1 de retenue), ce qui est impossible (deux entiers
d’un seul chiffre distincts ont pour somme 17 au plus).
Donc G = 9.
Alors I = R + 1 (colonne des centaines) et l’observation de la colonne des dizaines
montre que I + U (éventuellement augmenté de 1 de retenue) est égal à 10 + R. Ces
relations entraînent 10 = 1 + U (éventuellement augmenté de 1 de retenue). U vaut
donc 9 (exclu car G = 9) ou 8.
[image: ]

L’observation de la colonne des unités montre que S + R doit entraîner une
retenue : cette somme vaut au moins 12 (car E ne peut représenter 0 ou 1).
Les couples (S, R) possibles sont donc :
	(5, 7) 
	(6, 7) 
	(7, 5) 
	(7, 6) 



Les deux premiers supposent I = R + 1 = 8, ce qui est exclu (le 8 est pris). Le dernier
suppose I = 7, ce qui est exclu (le 7 est pris). Le troisième conduit à :
[image: ]

qui est une solution.
Exemple 2
Cet exemple montre qu’il peut y avoir plusieurs solutions.
Pouvez-vous retrouver la clé qui a servi à crypter l’addition TA + TA + TA = JJK ?
Deux remarques simples :
• A n’est pas nul, sinon A + A + A ne donnerait pas un chiffre K des unités différent
de A.

• T + T + T plus une éventuelle retenue en provenance des unités conduit
à un nombre de deux chiffres, JJ. Comme une retenue est 2 au plus (si A était 9,
3A serait 27, d’où la retenue 2), T + T + T vaut au moins 8 et donc T ne peut être
égal ni à 1, ni à 2.


Alors, trois cas sont à examiner.
Premier cas, l’addition se fait sans retenue. Alors :
T + T + T = JJ
mais quelle que soit la valeur attribuée à T, son triple n’est jamais un nombre
formé de deux chiffres identiques (examinez, au moins mentalement, la table de
multiplication par 3). Ce cas est à exclure.
Deuxième cas, l’addition se fait avec 1 de retenue. Alors le triple de T plus 1 est
un nombre formé de deux chiffres identiques dans le seul cas T = 7. Alors J = 2
puisque JJ est le nombre 22. De plus, pour que dans l’addition il y ait 1 de retenue,
il faut que A soit au moins égal à 4 et au plus à 6 (pour A = 3, pas de retenue, pour
A = 7, A + A + A donne 21 et une retenue de 2) :
• A = 4 conduirait à A + A + A = 12 et K = 2, ce qui est exclu car c’est J qui représente
le chiffre 2.

• A = 5 conduirait à A + A + A = 15 et K = 5, ce qui est exclu car c’est A
qui représente le chiffre 5.

• A = 6 conduit à A + A + A = 18, d’où K = 8, d’où la solution 76 + 76 + 76 = 228.


Troisième cas, l’addition se fait avec 2 de retenue.
Alors, le triple de T plus 2 est un nombre formé de deux chiffres identiques dans
le seul cas T = 3. Alors J = 1 puisque JJ est le nombre 11.
De plus, pour que dans l’addition il y ait 2 de retenue, il faut que A soit au moins
égal à 7 (pour A = 6, la retenue est 1).
• A = 7 conduirait à A + A + A = 21 et K = 1, ce qui est exclu car c’est J qui représente
le chiffre 1.

• A = 8 conduit à A + A + A = 24 et K = 4, d’où la solution 38 + 38 + 38 = 114.

• A = 9 conduit à A + A + A = 27, d’où K = 7, d’où la solution

39 + 39 + 39 = 117.


La soustraction
La différence entre un nombre a et un nombre b est le nombre qu’il faut ajouter
à b pour obtenir a.
Matériellement, elle figure l’opération qui consiste à enlever b cailloux du sac qui
en contient a, puis de voir combien il en reste dans le sac. Elle suppose évidemment que b est moindre que a : seuls les prestidigitateurs savent enlever d’un sac
plus de cailloux qu’il n’en contient !
La soustraction est l’opération qui permet de calculer une différence.
Disposition pratique
Pour faire une soustraction, on dispose le second nombre en dessous du premier,
avec les mêmes précautions que pour l’addition.
Remarques
1 La différence entre deux nombres ne change pas si on leur ajoute ou si on leur
retranche un même nombre.


Exemple : si vous avez treize ans de plus que votre petite sœur, il y a quatre ans,
vous aviez déjà treize ans de plus qu’elle et, dans cinq ans, vous aurez toujours
treize ans de plus qu’elle.
2 La soustraction n’est pas associative. Par exemple :


9 – (4 – 2) = 9 – 2 = 7 alors que (9 – 4) – 2 = 5 – 2 = 3
Attention donc à la phrase trop rapidement dite : « Toutes les opérations usuelles
sont associatives. » C’est faux.
Une devinette

Même forts en maths, ceux qui ne connaissent pas cette devinette risquent bien de
rester secs. On dispose de jetons de loto,
portant chacun un nombre de deux chiffres
(donc compris entre 10 et 99). On en tire dix
et il s’agit de démontrer qu’on peut, parmi
ces jetons, trouver deux sous-ensembles
pour lesquels les sommes sont égales. Par
exemple, si parmi les jetons tirés on trouve
{10, 17, 25, 81, 89}, on peut remarquer que
17 + 89 = 25 + 81.

Mais en est-il toujours ainsi ?

La clé est une remarque sur les parties
de l’ensemble de dix jetons tirés. Pour en
former une partie, on peut, pour chaque
jeton, décider de le prendre ou pas. Deux
décisions sont possibles pour chacun,
donc en tout :

2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 = 1 024
parties.

Mais pour une partie de cet ensemble,
la somme des nombres tirés est au plus
égale à :

99 + 98 + 97 + 96 + 95 + 94 + 93 + 92 + 91 + 90
= 945

Comme il n’y a pas 1 024 nombres
inférieurs à 945, c’est que deux sont égaux.
Quitte à écarter les jetons figurant dans les
deux parties correspondantes, on a bien
prouvé qu’il existe deux parties de nos dix
jetons qui donnent le même total.

Le calcul en base b
[image: ]Pour calculer la somme de deux nombres écrits dans une base donnée autre que
dix, il y a deux méthodes simples :
• convertir ces nombres en base dix, effectuer l’addition, puis convertir la somme
en base b ;

• calculer directement, en utilisant les mêmes règles, mais la table d’addition dans
la base b.


Seule la seconde méthode apporte une novation. Voyons un exemple en base six.
Il y existe six chiffres (0, 1, 2, 3, 4, 5) et la table d’addition doit être construite
préalablement, par exemple en observant des tas de cailloux.
	+ 
	0 
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 

	0 
	0 
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 

	1 
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 
	10 

	2 
	2 
	3 
	4 
	5 
	10 
	11 

	3 
	3 
	4 
	5 
	10 
	11 
	12 

	4 
	4 
	5 
	10 
	11 
	12 
	13 

	5 
	5 
	10 
	11 
	12 
	13 
	14 



Par exemple, dans ce tableau, on lit pour la somme 5 + 4 le résultat 13, qui signifie
une sizaine et trois unités et s’écrit bien 13 en base six.
Exemple
[image: ]Voici comment vous pouvez calculer la somme des nombres écrits en base six
23 412 + 25 535 :
	On pose 	On calcule 
	1 1 1 
	2 + 5 = 11 
	on écrit 1 et 1 en retenue 

	23 412 
	1+1+3=5 
	on écrit 5 

	[image: ]	4 + 5 = 13 
	on écrit 3 et 1 en retenue 

	1 + 3 + 5 = 13 
	on écrit 3 et 1 en retenue 

	1+2+2=5 
	on écrit 5 



Apprenez vos tables !
Le paresseux qui sommeille en chacun de nous a sûrement observé que la table
d’addition en base six est plus courte que la table familière en base dix. Pour
apprendre ses tables, le rêve serait la table en base deux :
	+ 
	0 
	1 

	0 
	0 
	1 

	1 
	1 
	10 



mais la contrepartie est que les opérations seraient plus longues à développer.
Le calcul mental
Même à l’époque des calculatrices, il est toujours bon d’être capable de faire un
petit calcul mental : au restaurant, vous ne vous voyez pas sortir la calculatrice
pour contrôler l’addition !
À l’inverse de la procédure habituelle, il est plus simple, en calcul mental, d’effectuer d’abord la somme des unités d’ordre le plus élevé, c’est-à-dire de
commencer par la gauche.
Exemple : pour calculer 312 + 179, on se dit, dans l’ordre :
• trois centaines et une centaine, quatre centaines ;

• une dizaine et sept dizaines, huit dizaines ;

• deux unités et neuf unités, onze unités, que je transforme en une dizaine
(ce qui m’en fera neuf) et une unité.


Au total, quatre centaines, neuf dizaines, une unité, soit 491.
Il est bon aussi de savoir reconnaître au premier coup d’œil qu’une opération est
fausse. Voici une règle de bon sens :
Si l’on ajoute à un même nombre, séparément, deux nombres différents,
c’est en ajoutant le plus petit qu’on obtient la somme la plus petite.

Exemple :
Le calcul 6 463 + 914 = 7 477 est certainement faux puisque, en ajoutant à 6 463
un nombre inférieur à 1 000, on doit trouver une somme inférieure à 7 463.
Complément à l’unité

Un calcul se rencontre fréquemment, et il
est utile de savoir le faire mentalement :
c’est celui du complément d’un nombre à
100, à 1 000, à 10 000, etc. En partant du
premier chiffre non nul à droite, on prend
son complément à 10, puis pour tous les
autres, le complément à 9.

Exemple : 10 000 – 4 860 :

• complément à 10 de 6 : 4

• complément à 9 de 8 : 1

• complément à 9 de 4 : 5

• différence cherchée : 5 140.



Les carrés magiques
On raconte que, en 2200 avant notre ère, l’empereur Yu, au moment de monter
sur une embarcation pour naviguer sur la rivière jaune, vit apparaître une tortue :
sur son écaille se trouvaient gravées des cases avec, à l’intérieur de chacune, la
représentation chinoise d’un nombre, ce que nous écrivons aujourd’hui :
	8 
	1 
	6 

	3 
	5 
	7 

	4 
	9 
	2 



Si l’on calcule la somme des nombres inscrits sur chaque ligne, on trouve le même
résultat : 15.
Si l’on calcule la somme des nombres inscrits dans chaque colonne, on trouve
encore le même résultat : 15.
Si l’on calcule la somme des nombres inscrits dans chaque diagonale, on trouve
encore le même résultat : 15.
Ces propriétés servent de définition à l’expression « carré magique ».
Un carré magique est une disposition de nombres entiers, en autant de lignes
que de colonnes, en sorte que les sommes des nombres écrits sur chaque ligne,
sur chaque colonne, sur chaque diagonale soient toutes égales.

La valeur commune de ces sommes est parfois appelée la constante magique.
Souvent, comme c’est le cas ici, les entiers écrits sont les nombres consécutifs à
partir de 1. En s’affranchissant de cette condition, on pourrait se donner l’illusion
de découvrir de nombreux autres carrés magiques, puisque en ajoutant un même
entier à tous les nombres inscrits dans un carré magique ou en multipliant par un
même entier tous les nombres inscrits dans un carré magique, on forme encore
un carré magique.
Dans la gravure de Dürer reproduite à la page suivante, datée de 1514, on trouve
ce carré :
	16 
	3 
	2 
	13 

	5 
	10 
	11 
	8 

	9 
	6 
	7 
	12 

	4 
	15 
	14 
	1 



On vérifie qu’il s’agit d’un carré magique (la constante magique est 34). Mais le
carré de cette gravure a d’autres curiosités : en particulier, les sommes des termes
dans chaque coin de quatre cases sont encore égales à la constante magique.
De nombreux mathématiciens, même amateurs, se sont penchés sur les carrés
magiques. On sait par exemple qu’il existe un seul carré magique construit avec les
9 premiers entiers (aux symétries près), qu’il en existe 880 avec les 16 premiers.
Avec 25 entiers, on ignore le nombre exact de carrés magiques possibles, on sait
seulement qu’il y en a plus de 300 millions.

[image: ]
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