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INTRODUCTION

Richard Brown

On dit que les mathématiques sont l’art de la raison pure. Qu’elles sont, dans notre réalité, la structure logique de tout ce qui existe et de tout ce qui n’existe pas. Loin des simples calculs destinés à équilibrer notre comptabilité et nos affaires quotidiennes, elles nous aident à organiser et à comprendre la véritable notion de tout ce que nous pouvons imaginer. À l’instar de la musique, de l’art et du langage, les symboles et les concepts essentiels des mathématiques – dont la plupart sont présentés dans cet ouvrage – nous incitent à nous exprimer dans des voies incroyablement enchevêtrées et à définir des structures inimaginables, belles et complexes. Certes, les utilisations pratiques des mathématiques sont nombreuses ; pourtant, ce qui constitue leur magie est leur élégance et leur beauté, hors de toute application. Nous présentons les concepts mathématiquement parce qu’ils ont un sens et nous aident à ordonner notre existence. Mais, hors de la signification que nous appliquons à ces éléments de maths, ils n’existent pas réellement… sauf dans notre imagination.

Les sciences naturelles et les sciences sociales utilisent les mathématiques dans le but de décrire leurs théories et de structurer leurs modèles. L’arithmétique et l’algèbre nous permettent de conduire nos affaires et nous enseignent comment penser. Au-delà de ces applications pratiques, la vraie nature de la discipline se dévoile ; les mathématiques sont l’ossature fournissant les règles de l’engagement pour le système entier de la pensée structurée.
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Élégante géométrie



Les mathématiciens « voient » souvent les objets mathématiques comme des équations, en faisant usage de la géométrie. Ceci est une preuve visuelle du célèbre théorème de Pythagore : a2 + b2 = c2.

Ce livre est un aperçu du monde quotidien tel que le voit un mathématicien. Il présente un ensemble d’éléments basiques et fondamentaux de ce domaine, accompagné de définitions, d’un peu d’histoire, et d’une initiation à la nature de nombreux concepts mathématiques de base.

Cet ouvrage rassemble cinquante essais, chacun centré sur un thème important des mathématiques. Ils ont été classés en sept catégories définissant leur contexte. Dans Nombres et calculs, nous explorerons les bases nous permettant d’énumérer ce qui nous entoure. Nous étudierons certaines opérations et structures sur les nombres dans Faire travailler les nombres. Nous y décrirons la base du système arithmétique nous aidant à utiliser les mathématiques dans notre vie quotidienne. Dans La chance est une belle chose, nous détaillerons certaines idées et conséquences de l’utilisation des mathématiques pour comprendre les événements aléatoires et les coups de chance. Ensuite, nous expliquerons les structures les plus complexes des nombres dans Algèbre & abstraction. C’est ici que débute le chemin vers les hautes sphères des mathématiques. Dans Géométrie et formes nous analyserons les aspects les plus visuels des relations mathématiques. Puisque l’abstraction mathématique est une pure imagination, nous explorerons ce qui survient à l’extérieur des trois dimensions au chapitre Une autre dimension. Preuves et théorèmes nous fera discuter des idées et des faits les plus profonds où notre chemin mathématique nous a conduit.

Pris individuellement, chaque essai aborde rapidement une idée centrale, belle et importante, des mathématiques actuelles. Tous les sujets suivent un format identique visant à faciliter la lecture. Le condensé en 3 secondes offre le panorama le plus court ; la théorie en 30 secondes approfondit le sujet ; la réflexion en 3 minutes amorce le processus de considération des connexions entre l’idée et son importance dans le monde. Nous espérons que, pris ensemble, ces éléments vous aideront à comprendre vraiment les arcanes des mathématiques.

Pris comme référence, ce livre en fournira les bases. Lu dans sa totalité, il vous ouvrira vers un autre monde, aussi riche et significatif que celui dans lequel vous vivez : le monde des mathématiques.
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Beauté dimensionnelle

Il n’existe que cinq manières pour construire un solide en 3D en utilisant des polygones réguliers. Il n’est pas bien difficile de voir pourquoi. Cela les rend-t-il particuliers ? Les mathématiciens pensent que oui.
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NOMBRES & CALCUL


NOMBRES & CALCUL

GLOSSAIRE

algèbre Une des branches des mathématiques pures étudiant les opérations et les relations entre des nombres. L’algèbre élémentaire étudie les règles de l’arithmétique par des formules impliquant des variables. L’algèbre supérieur implique l’étude de ces opérations et relations sur des objets et des constructions mathématiques autre que les nombres.

binaire (base 2) Système de calcul où les nombres sont 1 ou 0. Dans notre système à base 10, il y a une colonne des unités (10° = 1), une colonne des dizaines (101) et la colonne des centaines (102) et ainsi de suite ; en base 2, il y a une colonne des unités (20), une colonne des 2 (21 = 1), une colonne des 4 (22), et ainsi de suite. Par exemple : la version binaire de 7 s’écrit 111, soit : 1 × 1 + 1 × 2 + 1 × 4.

coefficient Un nombre utilisé pour multiplier une variable ; dans l’expression 4x = 8, 4 est le coefficient, x est la variable. Bien que les nombres usuels, les symboles, comme a peuvent représenter les coefficients. On appelle coefficients constants ou termes constants les coefficients sans variables.

entier Tout nombre naturel (servant à compter : 1, 2, 3, 4, 5, etc.), 0 ou les nombres négatifs naturels.

facteur Un de deux ou plusieurs nombres divisant exactement un troisième. Par exemple, 3 et 4 sont les facteurs de 12, de même 1, 2, 6 et 12.

droite des nombres réels Représentation visuelle de tous les nombres réels sur une échelle horizontale, avec les valeurs négatives se déployant de façon infinie vers la gauche et celles positives vers la droite, divisée par zéro. La plupart des lignes de nombre montrent les entiers positifs et négatifs espacés régulièrement.

nombre algébrique Tout nombre qui est une racine d’un polynôme non nul (non-zéro) et qui a des coefficients entiers. En d’autres termes, les nombres algébriques sont des solutions aux équations polynomiales (voir ici), tel que x2 – 2 = 0, là où x = √2. Tous les nombres rationnels sont algébriques, les nombres irrationnels en revanche peuvent être algébriques ou non. Un des nombres algébriques les plus connus est le nombre d’or (1,6180339…), que l’on écrit généralement Φ.

nombre complexe Tout nombre comprenant des composants de nombres réels et imaginaires, comme a + bi, où a et b représentent tout nombre réel et i représente √–1. Voir nombre imaginaire.

nombre entier Connus aussi sous le vocable de nombre naturel ou nombre de compte. Un nombre entier est un nombre entier positif sur une droite de réels ou un continuum. Les opinions varient pour savoir si oui ou non 0 est un nombre entier.

nombre figuratif Tout nombre que l’on peut représenter en une forme géométrique régulière : triangle, carré, hexagone.

nombre fractionnaire (fraction) Tout nombre représentant une partie d’un ensemble. Les fractions les plus courantes sont appelées fractions ordinaires où le nombre inférieur, le dénominateur, est un entier non nul (non-zéro) montrant combien de parties forment l’ensemble ; tandis que le nombre supérieur, le numérateur, représente le nombre de divisions égales retenues de l’ensemble. Les fractions propres ont une valeur inférieure à 1 (par exemple ⅔). Les fractions impropres sont d’une valeur supérieure à 1 (par exemple 3/2 ou 4/3).

nombre imaginaire Un nombre qui, au carré, donne un résultat négatif. Comme aucun nombre réel au carré ne peut produire un résultat négatif, les mathématiciens développèrent le concept de nombre imaginaire i ; ainsi i × i = – 1 ou bien : i = √–1. Avoir un nombre imaginaire représentant √–1 aide à résoudre les équations insolubles et permet des applications pratiques dans plusieurs domaines.

nombre irrationnel Tout nombre sur une droite de réels qui ne peut pas s’exprimer sous la forme du quotient d’entiers. Les exemples les plus célèbres de nombres irrationnels sont π et √2. Le meilleur moyen pour identifier un nombre irrationnel est de vérifier si son expansion décimale ne se répète pas. La plupart des nombres réels sont des nombres irrationnels.

nombre rationnel Tout nombre sur une droite de réels qui peut s’exprimer sous la forme du quotient des entiers. Plus simplement, tout nombre pouvant être écrit comme une fraction, y compris les nombres entiers. On peut identifier les nombres rationnels par des décimales finies ou se répétant.

nombre réel Tout nombre exprimant une quantité le long d’une droite de réels ou d’un continuum. Les nombres réels incluent tous les nombres rationnels et irrationnels.

nombre transcendant Tout nombre ne pouvant s’exprimer comme la racine d’un polynôme non nul (non-zéro) avec des coefficients entiers ; en d’autres termes, les nombres non algébriques. Le nombre transcendant le plus connu est π. Il ne peut satisfaire à l’équation π2= 10. La plupart des nombres réels sont transcendants.

polynôme Une expression utilisant les nombres et les variables, qui ne permet que les opérations suivantes : addition, multiplication et les exposants entiers positifs. Par exemple : x2 (voir aussi Les équations polynomiales).


FRACTIONS & DÉCIMALES




théorie en 30 secondes

Les nombres entiers 0, 1, 2, 3… forment le fondement des mathématiques. Nous les utilisons depuis des millénaires. Toutefois, on ne peut tout mesurer grâce aux nombres entiers. Si 7 fermiers se partagent 15 hectares de terrain, chacun aura 15/7 (ou 2+1/7) d’hectare. Les nombres non entiers les plus simples peuvent s’exprimer sous forme de fraction comme celle-ci. En ce qui concerne les autres nombres, comme π, c’est peu commode ou impossible. Avec le développement des sciences, il devint nécessaire de subdiviser les quantités avec plus de justesse. Le système décimal apparut, une méthode basée sur la colonne utilisant des chiffres d’origine indienne et arabe. Ici, le nombre 725 a trois colonnes : 7 pour la centaine, 2 pour la dizaine, 5 pour l’unité. En ajoutant une virgule décimale après les unités, avec une colonne supplémentaire sur sa droite, on peut aisément aller vers des nombres plus petits qu’une unité. Ainsi, 725,43 : 7 pour la centaine, 2 pour la dizaine, 5 pour l’unité, 4 dixièmes (d’une unité) et 3 centièmes. En incorporant plus de colonnes à gauche ou à droite, les nombres, grands ou petits, peuvent s’écrire aussi précisément que nécessaire. Chaque nombre entre les nombres entiers peut s’exprimer en tant que décimale (mais non en fraction). Cela nous donne le système de nombre « réel ».




CONDENSÉ EN 3 SECONDES

Le point de départ des mathématiques est celui des nombres entiers, 0, 1, 2, 3… mais beaucoup de choses tombent entre les intervalles : il existe deux voies pour les mesurer.




RÉFLEXION EN 3 MINUTES

Passer des fractions aux décimales n’est pas toujours direct. Il est facile de reconnaître 0,25 ou 0,5 ou 0,75 comme respectivement 1/4, 1/2 et 3/4. L’équivalent décimal de 1/3 est 0, 333333…, où la suite de la colonne des 3 ne se termine jamais et celui de 1/7 est 0,142857142857142857… sur un modèle de répétition infinie. Il apparaît que tous les nombres fractionnaires (fractions) suivent un modèle de répétition par décimale, tandis que les nombres non fractionnaires comme π ont des décimales qui ne se répètent pas. Il s’agit des nombres réels irrationnels.




THÉORIES LIÉES

NOMBRES RATIONNELS & IRRATIONNELS

BASES DE CALCUL

ZÉRO




BIOGRAPHIES EN 3 SECONDES

ABU ‘ABDALLAH MUHAMMAD IBN MUSA AL-KHWARIZMI

env. 790–850

ABU’L HASAN AHMAD IBN IBRAHIM AL-UQLIDISI

env. 920–980

IBN YAHYA AL-MAGHRIBI AL-SAMAWAL

env. 1130–1180

LEONARDO PISANO (FIBONACCI)

env. 1170–1250




TEXTE EN 30 SECONDES

Richard Elwes
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Les nombres entiers peuvent se subdiviser en fractions, les décimales énoncent plus précisément ces divisions.




NOMBRES RATIONNELS & IRRATIONNELS




théorie en 30 secondes

Les nombres réels sont ceux positifs, négatifs et le 0. Il est possible de catégoriser ces valeurs de différentes façons. La plus fondamentale est de distinguer les nombres réels que l’on peut exprimer en une fraction de deux entiers (par exemple : 1/2 ou – 7/3), que l’on appelle nombres rationnels, de ceux qui ne le peuvent pas (les nombres dits irrationnels). Les anciens Grecs pensaient que tous les nombres étaient rationnels, jusqu’à ce qu’un disciple de Pythagore prouve que √2 ne l’était pas. Vous pouvez affirmer si un nombre est rationnel ou non en regardant son expansion décimale si les chiffres se répètent, le nombre est rationnel (pensez que 3/11 = 0,272727…). Les expansions décimales des nombres irrationnels (par exemple π = 3,14159265…) sont composées de chiffres qui ne se répètent pas. Mais il y a plus. Les nombres rationnels, et beaucoup de nombres irrationnels, ont quelque chose en commun : ils sont algébriques, c’est-à-dire que ce sont des solutions aux équations polynomiales avec des coefficients entiers. Par exemple, √2 résout x2 – 2 = 0 (voir Les équations polynomiales). Mais beaucoup plus de nombres irrationnels ne sont pas algébriques : π en est un exemple. Les nombres non algébriques se nomment transcendants Seuls les nombres irrationnels peuvent l’être.




CONDENSÉ EN 3 SECONDES

Les nombres « réels » – servant à exprimer des quantités et représentables via une expansion décimale – sont soit rationnels soit irrationnels. Mais certains nombres irrationnels sont plus exceptionnels que d’autres.




RÉFLEXION EN 3 MINUTES

La philosophie des anciens Grecs supposait que toutes les choses mesurables sont, au pire, le nombre d’or des nombres entiers. Une anecdote raconte que les pythagoriciens étaient si angoissés que l’on découvre que √2 était irrationnel qu’ils assassinèrent Hippase de Métaponte afin d’empêcher qu’il ne divulgue cette vérité au monde. Un nombre comme π est peut-être plus intuitivement irrationnel, pourtant cela ne fait que 250 ans que cela fut prouvé. Un autre siècle passa avant que π ne soit considéré comme transcendant.




THÉORIES LIÉES

FRACTIONS & DÉCIMALES

EXPONENTIELLES & LOGARITHMES

ÉQUATIONS POLYNOMIALES

PI – LE CERCLE CONSTANT

PYTHAGORE




BIOGRAPHIES EN 3 SECONDES
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TEXTE EN 30 SECONDES

David Perry
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Étant réels, les nombres sont rationnels s’ils peuvent être écrits comme une fraction. Sinon, ils sont irrationnels.




NOMBRES IMAGINAIRES




théorie en 30 secondes

Au fur et à mesure des années, les mathématiciens ont agrandi plusieurs fois le système des nombres. D’abord, on intégra les nombres négatifs. Par exemple, dans le monde du business, si + 4 est un profit de 4 unités, – 4 représente 4 unités en débit. L’arithmétique négative possède une propriété surprenante. Multipliez un nombre positif par un négatif, vous obtiendrez un résultat négatif : par exemple, – 4 × 3 = – 12. Mais multipliez un nombre négatif par un autre, et vous aurez un résultat positif : – 4 × (–3) = 12. Ainsi, aucun nombre (positif ou négatif), multiplié par lui-même, ne donne de réponse négative. Cela signifie que certaines équations simples, telle que x2 = – 1, ne peuvent être résolues. Ceci est un obstacle pour résoudre des équations plus compliquées, même quand des solutions existent. Ceci est corrigé par un nouveau nombre « imaginaire » i, lequel est la racine carrée de – 1 ; donc i X i = – 1. Cela engendra une controverse car on considéra qu’il s’agissait d’une tricherie. Descartes inventa le mot « imaginaire » comme terme dérogatoire. Au fil du temps, il fut accepté à l’instar de tout autre type de nombre. De nos jours, les mathématiciens préfèrent le terme de « nombres complexes », comprenant les équivalents 2 + 3i, ou 1/2 – 1/4i, ou plus généralement a + bi, où a et b sont des nombres « réels ».




CONDENSÉ EN 3 SECONDES

Les mathématiciens contemporains travaillent sur un système numéral développé, incluant un nouveau nombre « imaginaire » i, la racine carrée de – 1.




RÉFLEXION EN 3 MINUTES

Les nombres complexes admettent des solutions aux équations comme x × x = − 1. On pourrait se demander s’il y a des solutions pour x × x = i, ou s’il faudrait développer encore le système. En l’occurrence, les nombres complexes renferment des solutions à toutes les équations polynomiales possibles. Ce qui signifie qu’elles sont toutes indispensables. Ce fait merveilleux est connu comme le théorème fondamental de l’algèbre.
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Les entiers positifs et négatifs n’étaient pas suffisants pour certains mathématiciens : ils eurent besoin de nombres imaginaires.




BASES DE CALCUL




théorie en 30 secondes

Lorsque nous comptons au-delà de 9, nous avons l’habitude d’écrire un « 1 » dans la colonne suivante en réutilisant les symboles.
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