[image: cover]
 [image: ]Maths
Maths expertes
T
erm
Christian Lixi
Gérard Chassard
Le
 
B
AC
 brillam
ment 
e
t
 u
n
 bon
 
d
ossier p
ou
r P
ar
cou
rsu
p
E
xc
e
lle
n
ce
E
xc
e
lle
n
c
e





 [image: ]2
U
n o
u
vr
a
g
e e
f
f
i
c
a
c
e p
o
ur 
rév
i
se
r e
t a
l
l
e
r p
l
us l
o
i
n
Mode d’emploi
COURS
l Des  rappels  de  cours  clairs  et  structurés,  pour  mémoriser 
l’essentiel des connaissances à savoir.
l Des encadrés et des annotations en marge pour vous aider à 
comprendre certains points diﬃ  ciles.
EXERCICES ET SUJETS
l Nombreux et variés, les exercices proposés couvrent l’ensemble 
des thèmes abordés dans le chapitre. 
l Des  points  de  méthode  et  des  conseils  de  résolution  enri-
chissent les énoncés.
l Diﬀ érentes rubriques permettent un entraînement progressif : 
–  Questions courtes, pour une auto-évaluation simple des 
connaissances ;
–  Exercices d’entraînement ;
–  Sujets de type bac.
l Le minutage est donné pour chaque exercice, ainsi que le niveau 
de diﬃ  culté.
CORRIGÉS
l Les corrigés sont entièrement rédigés, très détaillés, et présentent 
toutes les étapes du raisonnement et des calculs.
l Ils  sont  accompagnés  de  commentaires,  de  remarques,  de 
conseils, de compléments et d’enregistrements audio… pour être 
« au top » en mathématiques. 
‹ En ﬁ n d’ouvrage, un Cahier spécial Bac contenant la description 
détaillée  de  l’épreuve,  un  sujet  complet  type  Bac  corrigé  et 
une partie sur le Grand Oral dont un sujet d’exposé corrigé.
CORRIGÉSEXERCICES ET SUJETSCOURS
  
   
Scannez, le QR code pour écouter la ressource*.
QR CODE
* Les éditions Nathan ne sont pas garantes de la pérennité des liens.
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•
  40  %  de  la  note  est  obtenue  par  le  biais  du  contrôle 
continu, soit la moyenne annuelle des bulletins scolaires 
du cycle terminal (classes de  Première et Terminale) dans 
chacun  des  enseignements  obligatoires  évalués  par  le 
contrôle continu. Toutes les disciplines du tronc commun
qui ne font pas l’objet d’épreuves terminales sont concer-
nées par ce contrôle continu.
Le Bac
BAC
CONTRÔLE CONTINU
Enseignement de spécialité
suivi uniquement en 1
re
coef. 8
Histoire-Géographie
coef. 6 (3 en 1
re
 + 3 en T
le
)
LV A/LV B
coef. 6 (3 en 1
re
 + 3 en T
le
)
Enseignement scientiﬁque*
Mathématiques**
coef. 6 (3 en 1
re
 + 3 en T
le
)
Enseignement moral et civique
coef. 2 (1 en 1
re
 + 1 en T
le
)
EPS
coef. 6 (uniquement en T
le
)
ÉPREUVES TERMINALES
 Français (épreuves anticipées 
en ﬁn de 1
re
)
Écrit coef. 5
Oral coef. 5
 Enseignement de spécialité 1
coef. 16
 Enseignement de spécialité 2
coef. 16
 Philosophie
coef. 8*
coef. 4**
 Grand oral
coef. 10*
coef. 14**
40 %  de la note 
ﬁnale
60 %  de la note 
ﬁnale
*En voie générale
**En voie technologique
  
Calculer sa note 
de bac
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•
  60 % de la note est obtenue dans le cadre d’épreuves anticipées ou d’épreuves ter-
minales :
–   Les épreuves anticipées de français en ﬁn de classe de première (écrit, et oral) ;
–   Les  deux  épreuves  pour  les  enseignements  de  spécialité  suivis  par  l’élève  en 
 terminale ;
–  La philosophie ;
–  Le Grand oral.
Les enseignements optionnels
•
  Tous les enseignements optionnels sont évalués dans le cadre du contrôle continu :
–  Un enseignement optionnel suivi sur l’ensemble du cycle terminal (coef. 4, 2 en 1
re
 et 2 
en T
le
), qui viennent s’ajouter aux 100 coeﬃcients communs du baccalauréat ; 
–  Un enseignement optionnel suivi sur la seule année de terminale notamment droit et 
grands enjeux du monde contemporain, mathématiques expertes et mathématiques 
complémentaires (coef. 2).
•
  Deux  enseignements  optionnels  maximum  sont  pris 
en compte dans les 40 % de la note ﬁnale du Baccalauréat. 
Au-delà  de  deux  options  suivies,  les  deux  meilleures 
moyennes seront utilisées.
•
  Suite à l’application de cette règle, si la moyenne à l’op-
tion  Langues  et cultures  de l’Antiquité n’était pas prise  en compte, les  points  de  la 
moyenne au-delà de 10 s’ajouteraient au total des points obtenus par le candidat.
L’épreuve finale pour l’enseignement de spécialité Mathématiques 
en Terminale
•
 Épreuve écrite 20 pts 
– 3 à 5 exercices indépendants
– Chaque exercice est noté sur 3 à 8 points
L’enseignement optionnel de Mathématiques expertes en Terminale
•
  Exclusivement réservé aux élèves de Terminale inscrits en spécialité Maths.
•
  Les  élèves  sont  évalués  au  travers  d’exercices  variés  tout  au  long  de 
l’année : devoirs surveillés ou en temps libre, rédaction de travaux de re-
cherche,  travaux pratiques,  exposé oral d’une solution.
Le Grand Oral
•
  Cette épreuve, d’une durée de 20 minutes, se réalise devant un jury et porte sur les 
spécialités choisies par l’élève.
•
  Elle se déroule en trois parties : l’élève présente une des  deux questions qu’il a pré-
parées portant sur un (ou les deux) enseignement(s) de spécialité, puis le jury interroge 
l’élève sur ces enseignements, aﬁn d’évaluer la capacité de l’élève à analyser et mobiliser 
des connaissances. S’ensuit enﬁn un échange à propos du projet d’orientation.
      
Détail  
de la notation 
des options
4 heures Coeﬀ. 16 2
e
 trimestre
3 heures/
semaine
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Les grands moments de l’année de Terminale
CALENDRIER DU BAC CALENDRIER PARCOURSUP
Novembre
Janvier
Février
Mars
Avril
Mai
Juin
Juillet
Septembre
Deux épreuves écrites 
de spécialité
Recherche des informations 
sur Parcoursup
Inscription sur Parcoursup
Constitution du dossier 
complet, saisie et conﬁrmation 
des vœux 
Réponse  aux propositions 
des établissements
Éventuellement, 
phase complémentaire
* Informations mises à jour en mars 2023
Épreuve écrite de Philosophie 
et Grand Oral
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CHAPITRE

Combinatoire 
et dénombrement
Dans ce chapitre, il s’agit de développer les notions
ensemblistes et de dénombrer quelques objets.
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Ensembles, ensemble des parties 
d’un ensemble
 Définitions
l Soit E un ensemble, on dit qu’un ensemble A  est une partie de E si tout élé-
ment  de  A  est  un  élément  de  E  c’est  à  dire      on  note
l Soit E un ensemble, l’ensemble des parties (sous-ensembles) de 
E
 est appelé
ensemble des parties de E, on le note 
 Opérations dans E
Soit E un ensemble, A et B deux parties de E (on dit aussi deux éléments de
 E) :
l on note   et on lit A « inter » B, l’élément de  E : ensemble des élé-
ments de E appartenant à A et à B ;
l on note   et on lit A « union » B, l’élément de  E : ensemble des élé-
ments de E appartenant à A ou à B ;
l on note A\B et on lit A « moins » B, l’élément de  E : ensemble des élé-
ments de E appartenant à A sans appartenir à B ;
l on note   et on lit « différence symétrique » des parties A et B , l’élément
de  E : ensemble des éléments de E appartenant à A sans appartenir à B ou
appartenant à B sans appartenir à A, on a 
l On note 
E
A ou encore   l’ensemble des éléments de E qui ne sont pas dans
A,   est l’unique partie de E qui vérifie les deux égalités :
  et 
 Propriétés des opérations dans E
Soit E un ensemble, quelles que soient les parties A, B et C de E, on a :
1
1
x A  x E ,
A E.
 E .
2
A B
A B
A   B
A   B A \ B  B \ A  ;=
A
A
A A E= A A .=
3
A B  C A B C =
A B B A=
A  A=
A E E=
A B A B B=
A B  C A B C =
A B B A=
A  =
A E A=
A B A B A=
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 Produit cartésien de deux ensembles
l Soit E et F deux ensembles non vides, on appelle produit cartésien de E et de F
l’ensemble noté   des couples   où x est un élément quelconque de E
et y un élément quelconque de F.
Exemple : soit   et   deux ensembles, on a :
l Soit E un ensemble non vide et p un entier naturel non nul, on désigne par 
l’ensemble des p-uplet d’éléments de E.
Exemple :  
2
 (resp. 
3
) est l’ensemble des couples (resp. des triplets) d’éléments
de .
 Cardinal d’un ensemble fini
Définition
Si n  est  le nombre d’éléments  d’un  ensemble fini, on  dit  que le  cardinal  de
l’ensemble est n.
Exemple :  Le cardinal de l’ensemble vide est 0, le cardinal d’un ensemble ne pos-
sédant qu’un seul élément (un singleton) est 1, le cardinal d’un ensemble à deux
éléments (une paire) est 2.
Propriétés
l Si le cardinal d’un ensemble fini E est l’entier n non nul, on peut construire
une  bijection  entre  l’ensemble  E  et  l’ensemble  des  entiers  naturels  compris
ou avec l’autre notation ou avec l’autre notation
A B C  A B  A C =
A B C  A B  A C =

E
A B  
E
A 
E
B=
 
 
A B A B=

E
A B  
E
A 
E
B=
   
 
A B A B=
A   B   C  A   B    C=
A   B B   A=
A    A=
A  A =
A B   C  A B    A C =
4
E F x y 
E 1 2 3  = F a b =
E F 1 a  1 b  2 a  2 b  3 a  3 b      .=
E
p
5
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entre 1 et n, noté souvent   Les éléments de l’ensemble E pourront alors
être indicés, par exemple 
l Si E et F sont deux ensembles finis :
Si  les  ensembles  E  et  F  sont  disjoints  (c’est-à-dire  si    alors
 donc :
l Si E et F sont deux ensembles finis non vides alors :
l Si E est un ensemble fini non vide et p un entier naturel non nul alors :
l Si E est un ensemble fini de cardinal n, alors :
Factorielle
Soit n un entier naturel, on désigne par n! et on lit « factorielle n », le nombre
entier naturel défini par :
 et pour tout entier naturel n, 
On a :         
Dénombrement
Soit n et p deux entiers naturels non nuls.
l Nombre d’applications d’un ensemble E à p éléments   dans un
ensemble F à n éléments   Si   désigne l’ensemble des
applications de E vers F, on a :
l Nombre de p-listes d’un ensemble E à n éléments 
On appelle p-liste d’un ensemble E tout élément   de E
p
. Le
nombre de ces p-listes est donc :
1 n, .
E x
1
x
2
… x
n
, , ,{ }.=
card E F∪( ) card E( ) card F( ) card E F∩( )–+=
E F∩ ∅)=
card E F∩( ) 0=
card E F∪( ) card E( ) card F( )+=
card E F×( ) card E( ) card F( )×=
card E
p
( ) card E( )( )
p
=
card S E( )( ) 2
card E( )
2
n
.= =
2

0! 1= n 1+( )! n 1+( ) n!×=
1! 1,= 2! 2 1× 2,= = 3! 3 2 1×× 6,= = 4! 24,= 5! 120.=
3

card E( ) p=( )
card F( ) n=( ). @ E F,( )
card @ E F,( )( ) card F( )( )
card E( )
n
p
.= =
card E( ) n=( ).
x x
1
x
2
… x
p
, , ,( )=
card E
p
( ) card E( )( )
p
n
p
.= =
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l Nombre  de  p-listes  d’éléments  distincts  d’un  ensemble  E  à  n  éléments
On  appelle  p-liste  d’éléments  distincts  d’un  ensemble  E  toute  p-liste
 de E
p
 dans laquelle les éléments x
1
, x
2
, …, x
p
 sont deux à
deux distincts. Le nombre de p-liste d’éléments distincts d’un ensemble E de
cardinal n est égal :
l Nombre de permutations d’un ensemble E à n éléments 
On appelle permutation de E toute n-liste d’éléments distincts de E. Le nombre
de permutations de l’ensemble E est égal à :
n!
l Nombre de p-combinaisons d’un ensemble E à n éléments 
Soit p un entier naturel. On appelle p-combinaisons (ou combinaison d’élé-
ments de E à p éléments) toute partie de E ayant exactement p éléments. Le
nombre de p-combinaisons de E ou encore le nombre de parties à p éléments
de l’ensemble E à n éléments est noté   et est égal :
Les nombres   sont appelés aussi les coefficients binomiaux.
Formulaire
Soit n un entier naturel non nul.
l Quel que soit l’entier naturel p tel que 0  p  n, on a par symétrie :
Si n 
 1,   
card E  n= .
x x
1
x
2
 x
p
   =
si p n" à 0
si 0 p n  à n n 1–   n p– 1+ 
n!
n p– !
-------------------.=
card E  n= .
card E  n= .
n
p
 
 
s

i p n" à 0
s

i 0 p n  à 
n
p
 
 

n n 1–   n p– 1+ 
p!
-----------------------------------------------------------------------
n!
p! n p– !
-------------------------
.= =
n
p
 
 
4
n
p
 
 
n
n p–
 
 
=
n
0
 
 
n
n
 
 
1= =
n
1
 
 
n
n 1–
 
 
n= =
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l Quel que soit l’entier naturel p tel que 0  p < n, on a la relation de Pascal :
l Quel que soit l’entier naturel p tel que 0 < p  n, on a la relation :
l Quels que soient les réels a et b, on a la formule du binôme de Newton :
Cas particulier : 
l Triangle de Pascal
Lorsque cela est possible un terme du triangle est égal à la somme du terme juste
au-dessus et du terme de la ligne précédente situé dans la colonne précédente. 
n 1+
p 1+
 
 
n
p 1+
 
 
n
p
 
 
+=
n
n 1–
p 1–
 
 
p
n
p
 
 
=
a b+( )
n
n
k
 
 
a
k
b
n k–
k 0=
n

=
n 2 3 4, ,=
a b+( )
2
a
2
2ab b
2
+ +=
a b+( )
3
a
3
3a
2
b 3ab
2
b
3
+ + +=
a b+( )
4
a
4
4a
3
b 6a
2
b
2
4ab
3
b
4
.+ + + +=
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6
4 1
1 5 10 10
5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
$ %
& (
1
0
$ %
& (
1
1
$ %
& (
2
0
$ %
& (
2
1
$ %
& (
2
2
$ %
& (
3
0
$ %
& (
3
1
$ %
& (
3
2
$ %
& (
3
3
$ %
& (
4
0
$ %
& (
4
1
$ %
& (
4
2
$ %
& (
4
3
$ %
& (
4
4
$ %
& (
5
0
$ %
& (
5
1
$ %
& (
5
2
$ %
& (
5
3
$ %
& (
5
4
$ %
& (
5
5
$ %
& (
6
0
$ %
& (
6
1
$ %
& (
6
2
$ %
& (
6
3
$ %
& (
6
4
$ %
& (
6
5
$ %
& (
6
6
5
3
 
 
4
3
 
 
4
2
 
 
+=
10 4 6+=
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17
Python
l Un programme pour calculer les coefficients binomiaux à l’aide de la formule
de Pascal
def binomial(n,k) :
return 1 if k==0 else (0 if n==0 else binomial(n-1,k)+binomial(n-1,k-1))
l Un programme pour imprimer un triangle de Pascal
def binomial(n,k) :
return 1 if k==0 else (0 if n==0 else binomial(n-1,k)+binomial(n-1,k-1))
def pascal(m) :
for x in range(m+1):
print([binomial(x,y) for y in range(x+1)])
5
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V
rai ou Faux  Corrigé p. 25
Soit E un ensemble non vide 
a)  F V F F
b)  F V F F
c)  F V F F 
d)  F V F F
e)  F V F F
f)  F V F F
g) A une partie de E on a  F V F F
h) Le nombre de parties de E est égal à 12. F V F F
i) Le nombre de « mots » de 6 lettres écrits avec les lettres 
de E est supérieur à 5 000. F V F F
j) Le nombre de triplets d’éléments de E est égal à 64. F V F F
k) Le cardinal de   est égal à 16. F V F F
l) Le nombre de permutations de l’ensemble E est égal à 24. F V F F
Tirages de boules dans une urne  Corrigé p. 25
On considère une urne contenant trois boules blanches et cinq boules noires.
a) Combien y a-t-il de tirages distincts possibles d’une boule ?
b) Combien y a-t-il de tirages distincts possibles de deux boules ?
c) Combien y a-t-il de tirages distincts possibles de deux boules blanches ?
d) Combien y a-t-il de tirages distincts possibles de deux boules de couleurs dif-
férentes ?
e) Combien y a-t-il de tirages de deux boules quand on les tire successivement
avec remise ?
f) Combien y a-t-il de tirages de deux boules blanches quand on tire les deux
boules successivement avec remise ?
g) Même question que f) pour le tirage de deux boules de couleurs différentes.
Questions courtes
1
‘
a b c d   .
  E 
E  E 
a  E
a   E 
a E
a  b  a  b =
 
 
A A=
E E
2
‘
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Chapitre 1 Combinatoire et dénombrement
Dispositions de jetons Corrigé p. 26
On considère quatre jetons numérotés de 1 à 4.
a) Combien y a-t-il d’alignements possibles des quatre jetons ?
b) Combien  y  a-t-il  d’alignements  des  quatre  jetons  commençant  à  gauche
par 1 ?
c) Combien peut-on obtenir de nombres pairs en alignant les quatre jetons ?
d) On  choisit  deux  jetons  parmi  les  quatre.  Combien  y a-t-il  de  choix  et  de
façons de les disposer ?
e) On  choisit  trois  jetons  parmi  les  quatre.  Combien  y  a-t-il  de  choix  et  de
façons de les aligner ?
Lancer de dés Corrigé p. 26
On lance deux dés cubiques. Combien y a-t-il de résultats possibles si on dis-
tingue les deux dés ?
Figures géométriques Corrigé p. 26
Soit ABCDEF un hexagone.
a) Combien peut-on tracer de triangles dont les sommets sont choisis parmi les
points A, B, C, D, E et F ?
b) Même question pour des quadrilatères.
Composition d’un bouquet Corrigé p. 26
On choisit dans un stock important trois fleurs en papier pour former un bou-
quet.
Sachant  qu’il  y  a  cinq  couleurs  possibles  pour  les  fleurs,  combien  peut-on
confectionner de bouquets distincts ?
Figures géométriques Corrigé p. 26
On considère quatre points A, B, C et D deux à deux distincts d’un plan dont
trois ne sont pas alignés.
a) Combien peut-on tracer de segments joignant deux points quelconques ?
b) Combien y a-t-il de chemins possibles allant de A à B en suivant les segments
tracés à la question précédente ?
3
‘
4
‘
5
‘
6
‘
7
‘
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Empilements de cubes Corrigé p. 27
On dispose de cinq cubes rouges indiscernables et de deux cubes bleus indis-
cernables. On empile ces sept cubes.
Combien y a-t-il d’empilements distincts ?
Empilements de cubes Corrigé p. 27
On suppose les cinq cubes rouges numérotés de 1 à 5, les deux cubes bleus étant
indiscernables.
Combien y a-t-il d’empilements dans lesquels les numéros des cubes rouges
sont par ordre croissant du bas vers le haut ?
Ensemble des parties d’un ensemble
Intersections d’intervalles  
Corrigé p. 27
Soit k un entier naturel non nul. On note A
k
 l’intervalle 
1. Déterminer l’ensemble 
2. Déterminer l’ensemble 
Réunions d’intervalles   Corrigé p. 27
Soit k un entier naturel non nul. On note A
k
 l’intervalle 
1. Expliciter A
1
 et A
2
.
2. Déterminer l’ensemble 
3. Déterminer l’ensemble 
Inclusion     Corrigé p. 28
Soit A et B deux parties d’un ensemble E non vide. Montrer que :
8
‘
9
‘
Exercices d’entraînement
10
5 min
‘
1
k
--
;
1
k
--
– .
A
2
A
3
A
4
.∩ ∩
A
10
A
11
A
12
.∩ ∩
11
10 min
‘
2–
1
k
--
; 2
1
k
--
–+ .
A
1
A
2
∪( ) A
3
.∩
A
98
A
99
A
100
.∪ ∪
12
10 min
‘
A B⊂ B⇔ A.⊂
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Arbres
Nombre de p-listes d’éléments pris dans un ensemble à n éléments
Immatriculations automobiles    
Corrigé p. 28
Calculer  dans  chacun  des  cas,  le  nombre  maximal  d’immatriculations
possibles :
• si le numéro est composé de 2 lettres, 3 chiffres et 2 lettres ;
• si le numéro est composé de 1 ou 2 ou 3 chiffres et 3 lettres.
Le plus petit numéro est 1 et les lettres peuvent être répetées plusieurs fois.
Mots     Corrigé p. 28
Combien peut-on former de mots de 1, 2, 3, 4 ou 5 lettres avec les lettres du mot
« MATHS » (une lettre pouvant être répétée jusqu’à 5 fois) ?
Nombre de p-listes d’éléments distincts pris dans un ensemble 
à n éléments
Sondage    
Corrigé p. 29
Un journal organise un sondage auprès de ses lecteurs comportant dix ques-
tions. À chaque question sont attachées cinq affirmations.
Le lecteur devra à chaque question soit ne rien cocher, soit cocher une affirma-
tion, soit en cocher deux, mais il devra indiquer alors l’affirmation qu’il préfère.
Déterminer le nombre de réponses possibles au sondage.
Permutation
Classement  
Corrigé p. 29
Une société vend une série de 50 fiches de cuisine à mettre dans une boîte clas-
seur. Sachant qu’il y a 10 fiches roses « desserts », 10 fiches bleues « poissons »,
10 fiches  rouges  « viandes »,  l0 fiches  vertes  « légumes »,  10 fiches  jaunes
« entrées » : déterminer le nombre de manières de ranger les fiches dans la boîte
classeur, en laissant groupées les fiches d’une même couleur.
13
30 min
‘
14
15 min
‘
15
15 min
‘
16
15 min
‘
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Anagrammes     Corrigé p. 29
1. Déterminer  le  nombre  d’anagrammes  du  mot  « ÉLÈVE »,  (chacune  des
lettres devant figurer une seule fois) dans chacun des cas suivants :
a) Les accents permettant de distinguer les E.
b) En supprimant les accents.
2. En  s’inspirant  de  la  question 1.,  déterminer  le  nombre  d’anagrammes  des
mots : « EUCLIDE » et « ANTICONSTITUTIONNELLEMENT ».
Combinaison
Tirage dans une urne    
Corrigé p. 30
Une urne contient trois boules rouges, deux boules noires et une boule blanche
indiscernables au toucher. On tire simultanément trois boules de l’urne.
1. Déterminer le nombre de tirages possibles.
2. Déterminer le nombre de tirages tricolores possibles.
3. Déterminer le nombre de tirages contenant deux couleurs exactement.
Élection     Corrigé p. 31
Les 12 délégués des classes de Terminale doivent élire en leur sein un représen-
tant au conseil d’établissement; il n’y a que deux candidats Ève et Valentin. Un
candidat est élu s’il obtient la majorité absolue ; tous les délégués doivent voter
pour l’un ou pour l’autre.
1. Déterminer le nombre de votes possibles.
2. Déterminer le nombre de votes possibles pour qu’Ève soit élue ; pour que
Valentin soit élu.
3. Déterminer le nombre de votes possibles pour qu’il y ait ballottage.
Jeu     Corrigé p. 32
Un jeu est constitué d’une boîte contenant quatre cases et de six boules toutes
de  couleurs  différentes,  chaque  case  ne  pouvant  contenir  qu’au  plus  deux
boules. Déterminer le nombre de remplissages possibles.
17
30 min
‘
18
20 min
‘
19
30 min
‘
20
20 min
‘
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Jeu de cartes      Corrigé p. 32
De  combien  de  manières  peut-on  choisir  dans  un  jeu  de  32 cartes,  6 cartes
contenant :
1. exactement un as ?
2. au moins un as ?
3. exactement un as et deux rois ?
4. l’as de pique et au moins deux trèfles ?
5. trois cartes d’une couleur, deux d’une autre et une d’une autre ?
Remplissage d’un damier      Corrigé p. 33
On répartit 4 jetons sur un damier de 16 cases (4 lignes et 4 colonnes), chaque
case ne pouvant contenir qu’un jeton au plus.
Déterminer le nombre de remplissages possibles si :
1. il y a exactement un jeton par ligne et par colonne.
2. il y a exactement une colonne sans jeton.
3. il y a au moins une colonne sans jeton.
Propriétés des combinaisons et binôme de Newton
Une formule    
 Corrigé p. 34
Soit n et k des entiers naturels tels que 1  k  n, démontrer que :
Écriture d’un nombre      Corrigé p. 34
Démontrer que pour tout entier naturel n, 7
n
 est la somme de 1 et d’un multiple
de 6.
21
30 min
‘
22
30 min
‘
23
30 min
‘
k
n
k
 
 
n
n 1–
k 1–
 
 
.=
      
24
30 min
‘
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Code antivol     Corrigé p. 35
Le code antivol d’un autoradio est un nombre de quatre chiffres, chaque chiffre
pouvant prendre l’une des dix valeurs 0, l, ..., 9.
1. a) Quel est le nombre de codes possibles ?
b) Quel est le nombre de codes formés de quatre chiffres distincts deux à deux ?
2. Après une coupure d’alimentation électrique le propriétaire doit introduire
le code pour pouvoir utiliser son autoradio.
ll sait que les quatre chiffres de son code sont 1, 9, 9 et 5 mais il a oublié l’ordre
de ces chiffres.
a) Combien de codes différents peut-il composer avec ces 4 chiffres ?
b) Si le premier code introduit n’est pas le bon,  le propriétaire  doit attendre
2 minutes avant de pouvoir tenter un second essai ; le délai d’attente entre le
second et le troisième essai est de 4 minutes, entre le troisième et le quatrième
essai, il est de 8 minutes… (le délai d’attente double entre deux essais consécu-
tifs).  Combien  de  codes  le  propriétaire  peut-il  introduire  au  maximum  en
24 heures ?
Octet     Corrigé p. 36
En  informatique,  on  appelle  octet  une  liste  de  huit  éléments  pris  dans
l’ensemble   (exemple d’octet : 00 11 00 11).
Répondre par vrai ou faux en justifiant.
 Alors il y a :
1.  octets se terminant par 1 000 ;
2. 2
5
octets se terminant par 100 ;
3.  octets commençant par 100 ;
4. 4! octets contenant exactement quatre 0.
Sujets de type BAC
25
30 min
‘
26
50 min
‘
0 1,{ },
4
2
 
 
5
2
 
 
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Chapitre 1  Combinatoire et dénombrement
 a) ‹ Vrai car le vide est une partie de tout ensemble.
b) ‹ Vrai car pour tout ensemble E, la partie pleine E est une partie de E.
c) ‹ Faux  car {a} est une partie de E et non un élément de E.
d) ‹ Vrai car {a} est une partie de E.
e) ‹ Vrai car a est un élément 
f) ‹ Faux   et 
donc 
g) ‹ Vrai car pour toute partie A de E on a 
h) ‹ Faux car le nombre de parties de E est égal à 2
4
.
i) ‹ Faux  car  le  nombre  de  « mots »  de  6 lettres  écrits  avec  les  lettres  de
l’ensemble E est égal à 
j) ‹ Vrai car le nombre de triplets d’éléments de E est égal à 
k) ‹ Vrai car le cardinal de   est égal à 
l) ‹ Vrai car le nombre de permutations de l’ensemble E à 4 éléments est égal
à 
 a) Il y a huit boules dans l’urne, il y a donc huit tirages possibles d’une boule.
b) Il y a   tirages de deux boules prises parmi huit.
c) Il y a   tirages de deux boules blanches prises parmi trois.
d) Il y a trois boules blanches et cinq boules noires. On associe l’une des trois
boules blanches à l’une des cinq boules noires et on obtient   tirages
possibles de deux boules de couleurs distinctes.
e) Avec remise, il y a   tirages possibles.
f) Il y a   tirages de deux boules blanches.
g) Il y a   tirages pour lesquels la première boule est blanche et la seconde
est noire, et il y a aussi   tirages pour lesquels la première est noire
Questions courtes
1
E a b c d   .=
a
  b c d  =
b  a c d  =
a  b  a b c d    E.= =
 
a  b  a b  c d  E.= =
  
A A.=
4
6
4 096.=
4
3
64.=
E E card E  
2
16.=
4! 24.=
2
8
2
 
 
28=
3
2
 
 
3

=
3 5 15=
8 8 64=
3 3 9=
3 5
5 3 15=
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et la seconde est blanche. Soit au total   tirages de deux boules de
couleurs distinctes.
a) Il y a   alignements possibles, car les jetons sont tous
distincts.
b) Le jeton numéroté 1 est placé à gauche. Il reste trois jetons à placer il y a
 façons de les aligner. Il y a donc 6 alignements commençant à gauche
par 1.
c) Même  problème  que  précédemment  en  plaçant  à  droite  cette  fois,  soit  le
jeton 2 soit le jeton 4. On a donc   nombres pairs.
d) Il y a   choix des deux jetons et pour chacun des choix il y a 2 façons
de les disposer soit au total  alignements possibles de deux jetons.
e) Il  y  a    choix  de  trois  jetons  parmi  quatre.  Pour  un  choix  il  y  a
alignements possibles soit  alignement de trois jetons.
Lorsqu’on distingue les deux dés, il y a  résultats possibles.
a) Il y a  triangles possibles.
b) Il y a  quadrilatères possibles.
Il y a les bouquets unicolores soit cinq possibles. Il y a les bouquets bicolores
comportant deux fleurs d’une couleur et une fleur d’une autre couleur : il y a
cinq choix pour la  couleur qui apparaît deux fois dans le bouquet et quatre
choix pour la deuxième couleur soit  bouquets possibles bicolores.
Il y a les bouquets tricolores : le nombre de tels bouquets est égal au nombre de
choix de trois couleurs parmi cinq soit 
On peut donc confectionner  bouquets distincts.
a) Un segment tracé équivaut au choix de deux points parmi quatre.
Il y a  segments possibles.
b) Pour aller de A à B on peut suivre le segment [AB] soit un chemin.
15 15+ 30=
3 4! 4 3 2×× 24= =
3! 6=
6 6+ 12=
4
2
 
 
6=
6 2× 12=
4
3
 
 
4=
3! 6= 4 6× 24=
4 6 6× 36=
5
6
3
 
 
6!
3!3!
---------- 20= =
6
4
 
 
6
2
 
 
15= =

6
5 4×
5
3 
 
10.=
1 20 10+ + 31=
7
4
2
 
 
6=
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Chapitre 1 Combinatoire et dénombrement
On peut passer par un autre point : A → C → B ou A → D → B soit deux chemins.
On peut passer par deux autres points : A → C → D → B ou A → D → C → B soit
encore deux chemins.
Il y a au total  chemins possibles pour aller de A à B.
Il y a sept cubes à empiler. Il suffit de décider la place des 2 cubes bleus (ou
des cinq cubes rouges) et de compléter avec les cubes rouges (ou avec les cubes
bleu).
Il y a  façons de choisir deux places parmi sept. Il y a donc 21 empile-
ments possibles.
On place comme précédemment les deux cubes bleus en choisissant deux
places parmi les sept possibles et on place les cubes rouges dans l’ordre. On
obtient encore 21 empilements possibles.
On note A
k
 l’intervalle   où k est un entier naturel non nul.
1. A
2
=  A
3
=  et A
4
=  donc :
∩ ∩
On a   donc 
2. De même   donc :
Soit k un entier naturel non nul. On note A
k
 l’intervalle 
1. On a   et 
2. On a 
1 2 2+ + 5=
8
7
2
 
 
21=
9
Exercices d’entraînement
10
1
k
-- ;
1
k
-- ,–
1
2
-- ;
1
2
-- ,–
1
3
-- ;
1
3
--–
1
4
-- ;
1
4
--–
A
2
A
3
A
4
∩ ∩ =
1
2
-- ;
1
2
--–
1
3
-- ;
1
3
--–
1
4
-- ;
1
4
--–
A
4
A
3
A
2
⊂ ⊂ A
2
A
3
A
4
∩ ∩ A
4
.=
A
12
A
11
A
10
⊂ ⊂
A
10
A
11
A
12
∩ ∩ A
12
= =
1
12
----- ;
1
12
----- -–

11
2–
1
k
-- ; 2
1
k
--–+ .
A
1
2– 1 ; 2 1–+[ ] 1 ; 1–[ ]= = A
2
2–
1
2
-- ; 2
1
2
--–+
3
2
-- ;
3
2
--– .= =
A
3
2–
1
3
-- ; 2
1
3
--–+
5
3
-- ;
5
3
--– .= =
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De plus et   et donc   d’où   on peut
donc conclure :
3. Par un raisonnement identique au précédent on a :
Soit A et B deux parties d’un ensemble E non vide.
• Si   alors tout élément x de A appartient à B et donc tout élément qui
n’appartient pas à B (c’est à dire qui appartient à   n’appartient pas à A (donc
appartient à  ) donc :
• Si   d’après la démonstration précédente on a :
On a   et   donc 
En conclusion si A et B sont deux parties d’un ensemble E non vide,
a) Si le numéro comporte 2 lettres, 3 chiffres et 2 lettres :
• il y a 26 lettres possibles donc 26
2
 pour les deux premières lettres ainsi que
pour les deux dernières ;
• il y a tous les nombres compris entre 001 et 999 soit 999 possibilités.
Le nombre d’immatriculations maximales est donc :
b) Il y a 999 nombres de 1, 2 ou 3 chiffres, le nombre de groupes possibles de
trois lettres est 26
3
, il y a donc dans ce cas :
immatriculations possibles.
Le nombre de mots de k lettres,   formés avec les lettres du mot
MATHS peut être déterminé en construisant un arbre à k niveaux pour lequel
chaque branche se ramifie en 5 nouvelles branches.
On a représenté ci-après seulement une partie de l’arbre, au deuxième niveau il
y a 5
2
branches, au troisième : 5
3
, etc.
1
3
2
--
5
3
--# #
1–
3
2
--–
5
3
--–" "
A
1
A
2
A
3
,⊂ ⊂
A
1
A
2
∪( ) A
3
∩ A
3
5
3
-- ;
5
3
--– .= =
A
98
A
99
A
100
∪ ∪ A
100
1,99 ; 1,99–[ ].= =
12
A B⊂
B
A
B A⊂
B A,⊂
A B⊂
A A= B B= A B.⊂
A B⊂ B⇔ A.⊂
13
26
2
999× 26
2
× 456 519 024=
999 26
3
× 17 558 424=
14 1 k 5, 
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Chapitre 1 Combinatoire et dénombrement
Le  nombre  de  mots  de  k  lettres  issues  du  mot  (MATHS),  est  donc  égal  au
nombre d’extrémités de l’arbre soit : 5
k
. Le nombre de mots de 1, 2, 3, 4 ou
5 lettres est donc :
Il y a pour une question : 1 façon de ne rien cocher, 5 façons de cocher une
seule affirmation,  manières de cocher deux affirmations, car il est néces-
saire d’indiquer une préférence. Il y a donc pour une question :
manières de répondre,
donc pour 10 questions :
manières de répondre, soit 26
10
manières de répondre.
Il y a 5! manières de placer les paquets de chaque couleur, les uns par rap-
port aux autres.
Dans un paquet d’une même couleur, il y a 10! manières de placer les 10 fiches.
Il y a donc en tout  manières de placer les fiches dans une
boîte classeur.
1. a) Il y a 5! manières d’écrire les lettres distinctes du mot « ÉLÈVE » .
b) Soit  une  anagramme  de  « ÉLÈVE »  sans  accent.  Il  lui  correspond  3!  ana-
grammes avec les E accentués sans changer les places des deux lettres L et V. Si
x  est  le  nombre  d’anagrammes  obtenues  sans  tenir  compte  des  accents,  on
M
M
M
A
T
H
S
A
T
H
S
A
T
H
S
5 5
2
5
3
5
4
5
5
+ + + +
5
6
5–
5 1–
-------------- 3 905.= =
15
5 4×
1 5 5 4×+ +( )
1 5 5 4×+ +( )
10
16
5! 10!( )
5
7,55 10
34
×≈
17
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obtient   anagrammes accentuées et toute anagramme accentuée provient
d’une seule anagramme non accentuée donc :
et
2. Si l’on distingue les deux E du mot « EUCLIDE » , il y a 7! mots possibles.
Si l’on supprime le moyen de distinguer les E, il y a   anagrammes possibles.
3. Il y  a  25 lettres dans  le mot : « ANTICONSTITUTIONNELLEMENT »,  et
parmi ces 25 lettres 5N, 5T, 3I, 2O, 3E, 2L. Si l’on distingue les lettres com-
munes les unes par rapport aux autres, il y a 25! anagrammes.
En ne distinguant pas les lettres multiples, le nombre d’anagrammes est :
1. Un  tirage  est  une  combinaison  (sous-ensemble)  de  trois  boules  prises
parmi six. Le nombre de tirages est donc le nombre de combinaisons de trois
éléments pris dans un ensemble à six éléments, il y a donc :
tirages possibles.
2. Un tirage est tricolore s’il contient une boule rouge, une boule noire et une
boule  blanche.  Dessinons  un  arbre  pour  décrire  tous  les  tirages  tricolores,
notons R
1
, R
2
, R
3
, les trois boules rouges, N
1
 et N
2
 les deux boules noires et B la
boule blanche :
Chaque branche est un tirage tricolore, il y donc 6 tirages possibles.
3. Un tirage comportant deux couleurs est un tirage qui contient :
• soit deux boules rouges et une boule blanche, il y a   choix des boules
rouges et   choix de la blanche, d’où   tirages ;
• soit deux boules rouges et une boule noire, il y a   choix des boules
rouges et   choix de la noire, d’où   tirages.
3! x×
3! x× 5!= x
5!
3!
---- 20.= =
7!
2!
---- 2 520=
25!
5!5!3!2!3!2!
-------------------------------
25!
5!( )
2
3!( )
2
× 2!( )
2
×
------------------------------------------------ 7 480 328 917 501 440 000= =
18
6
3 
 
6!
3!3!
---------- 20= =
R
1
N
1
B
R
2
R
3
N
2
B
N
1
B
N
2
B
N
1
B
N
2
B
3
2
 
 
3=
1
1 
 
1=
3
2 
 
1
1 
 
× 3=
3
2 
 
3=
2
1
 
 
2=
3
2
 
 
2
1
 
 
× 6=
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Chapitre 1 Combinatoire et dénombrement
• soit deux boules noires et une boule blanche, il y a   choix des boules
noires et   choix de la blanche, d’où   tirage.
• soit deux boules noires et une boule rouge, il y a   choix des boules
noires et   choix de la rouge, d’où   tirages. 
Le nombre de tirages comportant deux couleurs est égal à :
1. Un vote est une suite ordonnée de 12 éléments choisis dans l’ensemble
{Ève et Valentin}, en construisant l’arbre ci-après, on a représenté les votes de
3 délégués, on obtient :
extrémités donc  votes possibles.
2. Ève est élue lorsqu’il y a 7, 8, 9, 10, 11 ou 12 délégués qui votent pour elle. Le
nombre de votes permettant à Ève d’être élue est égal au nombre de parties à 7,
8, 9, 10, 11 ou 12 éléments de l’ensemble des délégués.
Le nombre de votes permettant à Ève d’être élue est égal :
Le nombre de votes permettant à Valentin d’être élu est identique.
2
2 
 
1=
1
1
 
 
1=
2
2
 
 
1
1
 
 
× 1=
2
2
 
 
1=
3
1
 
 
3=
2
2
 
 
3
1
 
 
× 3=
3
2 
 
1
1 
 
3
2 
 
+×
2
1 
 
2
2 
 
+×
1
1 
 
2
2 
 
+×
3
1 
 
× 13.=
19
2 2× …× 2× 2
12
= 2
12
4 096=
Vote
du délégué n° 1
Vote
du délégué n° 2
Vote
du délégué n° 3
E
V
E
V
E
V
E
V
E
V
E
V
E
V
12
7
 
 
12
8
 
 
12
9
 
 
12
10
 
 
12
11
 
 
12
12
 
 
+ + + + + 1 586.=
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3. Il y a ballottage lorsque 6 délégués votent pour Ève, les 6 autres votant pour
Valentin. Il y a donc :
votes donnant un ballotage.
Il y aura soit 3 cases contenant 2 boules et 1 case vide soit 2 cases contenant
2 boules et 2 cases contenant 1 boule.
1
er
cas : Il y a  manières de choisir 3 cases,   manières de remplir l’une de
ces trois cases,   manières de remplir la 2
e
case et 1 manière de remplir la 3
e
,
donc :
 remplissages.
2
e
cas : Il y a   manières de choisir 2 cases,   manières d’y mettre
2 boules par case, 2 manières de remplir les 2 cases restantes, donc :
remplissages.
1. Il y a 4 manières de choisir l’as, il reste 5 cartes à choisir parmi les 28 cartes
qui ne sont pas des as ; il y a donc :
 mains de 6 cartes contenant exactement 1 as.
2. Il y a  mains de 6 cartes, il y en a   qui ne contiennent aucun as, il y
a donc :
 mains contenant au moins un as.
3. Il y a  manières de choisir l’as,   manières de choisir les deux
rois et   manières de choisir les 3 autres cartes parmi les 24 qui ne
sont ni des as ni des rois. Il y a donc :
 mains contenant un as et deux rois.
4. Les mains de 6 cartes contenant l’as de pique sont au nombre de 
12
6
 
 
924=
20
4
3
 
 
6
2
 
 
4
2
 
 
4
3
 
 
6
2
 
 
×
4
2
 
 
× 360=
4
2
 
 
6
2
 
 
4
2
 
 
×
4
3
 
 
6
2
 
 
×
4
2
 
 
×
4
2
 
 
6
2
 
 
×
4
2
 
 
× 2×+ 1 440=
21
4
28
5
 
 
× 393 120=
32
6
 
 
28
6
 
 
32
6
 
 
28
6
 
 
– 529 452=
4
1
 
 
4=
4
2
 
 
6=
24
3 
 
2 024=

4
1
 
 
4
2
 
 
×
24
3
 
 
× 48 576=
31
5
 
 
.
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Déterminons parmi ces mains celles qui ne contiennent  aucun  trèfle ou qui
contiennent un seul trèfle.
Il y a   mains de 6 cartes contenant l’as de pique et aucun trèfle. Le nombre
de mains de 6 cartes contenant l’as de pique et un seul trèfle est 
(On les obtient en prenant l’as de pique, un trèfle parmi 8 trèfles et 4 cartes qui
ne sont ni l’as de pique ni des trèfles). Il y a donc :
mains de 6 cartes contenant l’as de pique et au moins deux trèfles.
5. Il y a   manières de choisir les 3 couleurs qui vont avoir respective-
ment 3, 2 et 1 cartes.
Ces trois couleurs étant choisies, il y a   manières de
constituer la main. Il y a donc :
 mains répondant au problème.
1. Les 4 colonnes contiennent un jeton. Les jetons sont supposés identiques.
Dans la 1
re
colonne, il y a 4 choix d’une case où l’on met un jeton.
Par suite, dans la 2
e
colonne, il y a 3 choix d’une case où l’on met un ieton.
Par suite, dans la 3
e
colonne, il y a 2 choix d’une case où l’on met un jeton.
Par suite, dans la 4
e
colonne, il y a 1 choix d’une case où l’on met le jeton restant.
Il y a donc :
 remplissages possibles.
2. S’il y a une colonne sans jeton, il y a une colonne avec deux jetons.
Il y a donc 4 choix de la colonne sans jeton. Par suite, il y a 3 choix de la colonne
avec deux jetons.
Il y a   manières de remplir la colonne avec deux jetons. Il y a 4
2
manières de
remplir les deux colonnes avec un seul jeton.
Il y a donc :
 remplissages possibles.
23
5 
 
8
1 
 
23
4 
 
.×
31
5 
 
23
5 
 
–
8
1 
 
–
23
4 
 
× 127 399=
4 3× 2×
8
3
 
 
8
2
 
 
×
8
1
 
 
× 12 544=
4 3× 2×
8
3
 
 
8
2
 
 
×
8
1
 
 
×× 301 056=
22
4 3× 2× 1× 24=
4
2 
 
4 3×
4
2
 
 
× 4
2
× 1 152=
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3. Le nombre total de remplissages possibles est   c’est le nombre de choix
de 4 cases prises parmi les 16 cases.
Le nombre de remplissages où il y a un jeton par colonne est 4
4
 (on met un jeton
dans l’une des quatre cases de chaque colonne).
Par différence, on déduit que le nombre de remplissages ayant au moins une
colonne sans jeton est :
Soit n et k des entiers naturels tels que   on a :
l’entier k étant non nul, on peut simplifier par k. De même :
D’après  les  propriétés  des  factorielles    L’égalité  est  donc
démontrée, si n et k sont des entiers naturels tels que   on a :
Soit n un entier naturel, si   on a   la propriété est démon-
trée. Si   remplaçons 7 par   et utilisons le binôme de Newton :
Donc pour tout entier naturel n, 7
n
 est la somme de 1 et d’un multiple de 6.
Remarque
On  peut  démontrer  la  propriété  par récurrence,  la  propriété  est  vraie  pour
 nous l’avons démontré ci-dessus. Supposons la propriété vraie pour un
certain rang n, on a   où m est un entier naturel.
Calculons 
Le nombre m étant un entier naturel   l’est aussi et la propriété est vraie
au rang,   D’après le principe de récurrence la propriété est vraie pour
tout entier naturel n.
16
4 
 
16
4
 
 
4
4
– 1 564.=
23
1 k n, 
k
n
k
 
 
k
n!
k! n k–( )!
------------------------
n!
k 1–( )! n k–( )!
-------------------------------------= =
n
n 1–
k 1–
 
 
n
n 1–( )!
k 1–( )! n 1– k 1–( )–( )!
------------------------------------------------------------
n!
k 1–( )! n k–( )!
-------------------------------------.= =
n n 1–( )!× n!.=
1 k n, 
k
n
k
 
 
n
n 1–
k 1–
 
 
.=
24 n 0,= 7
0
1 6 0,×+=
n 1, 1 6+
7
n
1 6+( )
n
n
0
 
 
6
0
n
1
 
 
6
1
n
2
 
 
6
2
…
n
k
 
 
6
k
…
n
n
 
 
6
n
+ + + + + += =
1
n
1
 
 
6
1
n
2
 
 
6
2
…
n
k
 
 
6
k
…
n
n
 
 
6
n
+ + + + + .+=
n 0,=
7
n
1 6m+=
7
n 1+
:
7
n 1+
7
n
7× 1 6m+( ) 7× 7 7+ 6m×= = =
1 6 6+ + 7m×=
1 6+ 1 7m+( ).×=
1 7m+
n 1.+
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1. a) Nombre de codes possibles
Un code est un nombre noté   où a, b, c et d peuvent prendre 10 valeurs. Il
y a donc 10 choix pour la valeur de a, 10 pour b, 10 pour c et 10 pour d soit :
 codes possibles. Il y a 10
4
codes possibles.
b) Nombre de codes formés de 4 chiffres distincts 2 à 2
Cette fois a, b, c et d sont distincts deux à deux. Il y a 10 choix pour la valeur de
a, 9 pour b (car  ), 8 pour c (car   et  ), 7 pour d (car   et
 et  ).
Il y a donc   codes formés de chiffres distincts 2 à 2.
2. Nombre de codes composés de : 1, 9, 9, 5
Le nombre de codes écrits avec 1, 9, 9, 5 est égal au nombre d’anagrammes de
1995. Il y en a : 
Autre méthode : Pour écrire une suite composée de 1, 9, 9, 5, on place d’abord
les deux « 9 »  parmi les 4 places possibles : il y a   choix des places des deux
« 9 » ; puis on place les chiffres 1 et 5 aux deux places restantes : il y a 2! façons
de les placer. D’où le nombre de codes possibles écrits avec 1, 9, 9, 5 est :
3. Nombre de codes que l’on peut introduire en 24 heures
Entre  le  1
er
code  et  le  2
e
code  le  temps  d’attente  est  de  2 minutes.  Entre  le
2
e
code et le 3
e
 le temps d’attente est   minutes. Entre le n-ième code et le
(n + 1)-ième code,  le  temps  d’attente  est  2
n
minutes.  Le  nombre  n  étant  un
entier naturel non nul, on désigne par   le délai en minutes entre le n-
ième et le (n + 1)-ième essai.
Le temps mis pour faire n essais est :
Sujets de type BAC
25
abcd
10 10 10× 10××
b a≠ c b≠ c a≠ d a≠
d b≠ d c≠
10 9× 8× 7× 5 040=
4!
2!
---- 12.=
4
2 
 
4
2
 
 
2!×
4 3×
2
------------ 2× 1× 12.= =
2 2×
u
n
2
n
=
u
1
u
2
… u
n 1–
+ + + 2 2
2
… 2
n 1–
+ + +=
2
2
n 1–
1–
2 1–
--------------------=
2
n
2.–=
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On dispose de 24 heures soit 1 440 minutes, le nombre n d’essais possibles véri-
fie l’inéquation :
Pour tout entier naturel n non nul :
Le nombre maximum d’essais est 10.
On ne pourra réaliser que 10 essais en 24 heures.
Un octet est une liste de 8 éléments de {0 ; 1}. Il y a donc en tout 2
8
octets
possibles.
1. ‹ Faux, un octet se terminant par 1 000 est une liste de quatre éléments quel-
conques de {0 ; 1} suivie de 1 000. Il y en a autant que de listes de quatre élé-
ments de {0 ; 1}, c’est-à-dire 2
4
.
2. ‹ Vrai, un octet se terminant par 100 est une liste de cinq éléments quel-
conques de {0 ; 1} suivie de 100. Il y en a autant que de listes de cinq éléments
de {0 ; 1}, c’est-à-dire 2
5
.
3. ‹ Faux,  en  faisant  le  même  raisonnement  que  précédemment,  on  trouve
qu’il y a autant d’octets commençant par 100 que de listes de cinq éléments de
{0 ; 1}. Il y en a 2
5
.
4. ‹ Faux, un octet qui contient exactement quatre « 0 », contient exactement
quatre « 1 ». Il y a donc autant de tels octets que de façons de choisir parmi les
8 éléments de la liste quatre éléments pour être 0, les autres étant des 1.
Il y en a 
2
n
2– 1 440.
2
n
2– 1 440 2
n
⇔ 1 442
n⇔ 10 car 2
10
 1 024 et 2
11
2 048.= =
26
8
4
 
 
70.=
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CHAPITRE

Vecteurs, droites 
et plans de l’espace
Il  s’agit  dans  ce  chapitre  de  la  généralisation  de  la
notion de vecteur à l’espace.
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Vecteurs de l’espace
 Définitions
l Un vecteur non nul est défini par la donnée de sa direction de son sens et de
sa longueur.
– A et B étant deux points de l’espace, le vecteur   se note   Le point A est
son origine et le point B son extrémité.
– Si     est le vecteur nul, noté   Il a une longueur nulle, mais n’a ni
direction ni sens.
l Soit   et   deux vecteurs non nuls :
– on dit que les vecteurs   et   sont égaux s’ils ont la même direction (les
droites AB et CD sont parallèles), le même sens et la même longueur, on
note 
–   si et seulement si le quadrilatère ABDC est un parallélogramme
(c’est-à-dire que les segments AD et BC ont le même milieu) éventuellement
aplati.
– Si   on dit que     et   sont des représentants d’un
même vecteur   et on note   Le vecteur   possède une infi-
nité de représentants.
– Un point O étant fixé, il existe un unique représentant de tout vecteur 
d’origine O, c’est-à-dire qu’il existe un unique point M de l’espace tel que
 Translation
Avec les notations précédentes, si   on dit que M est l’image de O par la
translation de vecteur   Si   par la translation de vecteur
 le point B est l’image de A, le point D est l’image de C, le point F est l’image
de E.
1
1
AB
AB.
A B,= AB 0.
AB CD
AB
CD
AB CD ;=
AB CD=
AB CD EF,= = AB, CD EF
u
u AB CD EF.= = =
u
u
u OM.=
2
u OM=
u. u AB CD EF,= = =
u,
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Opérations sur les vecteurs
Les définitions et propriétés de la somme de deux vecteurs de l’espace et de la
multiplication d’un vecteur de l’espace par un réel sont identiques aux défini-
tions et propriétés des vecteurs du plan. En particulier la relation de Chasles est
toujours vérifiée.
Combinaison linéaire de vecteurs
Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2 et     …,   n vecteurs de
l’espace, on appelle combinaison linéaire de ces n vecteurs tout vecteur   s’écri-
vant   où α
1
, α
2
, …, α
n
 sont n réels quelconques.
On écrit :
Droites de l’espace
Définitions
l Si A et B sont deux points distincts de l’espace, il existe une droite et une seule
passant par les points A et B, on la note (AB).
l Le vecteur   est appelé un vecteur directeur de cette droite. Tout autre vec-
teur, non nul, ayant la même direction que le vecteur   est un vecteur direc-
teur de la droite (AB).
Vecteurs colinéaires
l On dit que deux vecteurs sont colinéaires si l’un au moins des vecteurs est nul
ou s’ils ont la même direction dans le cas où ils sont tous les deux non nuls.
l Les vecteurs   et   sont colinéaires s’il existe un réel λ , tel que   ou
3
4

u
1
, u
2
, u
n
,
x
x α
1
u
1
α
2
u
2
… α
n
u
n
+ + +=
x α
1
u
1
α
2
u
2
… α
n
u
n
+ + + α
i
u
i
i 1=
n

.= =
2

1
AB
AB
2

u v u λv=
v λu.=
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 Caractérisation d’une droite
l Si A est un point de l’espace et   un vecteur non nul de l’espace, il existe une
droite et une seule passant par le point A et ayant le vecteur   pour vecteur
directeur, on note cette droite 
l La droite   est l’ensemble des points M de l’espace tels que les vecteurs
 et   soient colinéaires.
l La droite   est l’ensemble des points M de l’espace tels qu’il existe un
réel  vérifiant 
Plans de l’espace
 Définitions
l Si A, B et C sont trois points de l’espace non alignés, il existe un plan et un seul
passant par les points A, B et C, on le note ABC).
l Le couple de vecteurs   est appelé couple de vecteurs directeurs du
plan ABC).
    sont  d’autres  couples  de  vecteurs  directeurs  du  plan
ABC).
l Le couple de vecteurs   détermine la direction du plan ABC).
l Tout couple de vecteurs non colinéaires, combinaison linéaire des vecteurs
 et   est aussi un couple de vecteurs directeurs du plan ABC).
 Caractérisation d’un plan
l Si A est un point de l’espace et   et   deux vecteurs de l’espace non coli-
néaires, il existe un plan et un seul passant par le point A et ayant le couple
 comme couple de vecteurs directeur, on note ce plan 
l Le plan   est l’ensemble des points M de l’espace tels qu’il existe un
couple ,  de réels vérifiant 
3
u
u
A ; u  .
A ; u 
AM u
A ; u 
AM u.=
3
1
AB AC 
AC AB ,
BA BC 
AB AC 
AB AC,
2
u
v
u v  A ; u v  .
A ; u v 
AM u v.+=
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Bases et repères. Coordonnées d’un vecteur
Définitions
l On  dit  qu’un  triplet  de  vecteurs    est  une  base  des  vecteurs  de
l’espace, si les trois vecteurs     et   ne sont pas coplanaires.
l Soit O, A, B et C quatre points de l’espace non coplanaires, le triplet de vec-
teurs   est une base des vecteurs de l’espace.
l Si    est  une base  des vecteurs  de l’espace,  tout vecteur  de l’espace
s’écrit de manière unique comme combinaison linéaire des vecteurs de la base.
l Si   est une base des vecteurs de l’espace, quel que soit le vecteur   de
l’espace, il existe un unique triplet (α, β, γ) de réels tel que :
Le triplet (α, β , γ) est appelé coordonnées du vecteur   dans la base 
l Soit O un point de l’espace et   une base des vecteurs de l’espace, le
quadruplet   est appelé repère de l’espace.
l Soit   un repère de l’espace et M un point quelconque de l’espace,
on appelle coordonnées du point M dans le repère   les coordon-
nées du vecteur   dans la base 
Colinéarité de deux vecteurs dans une base donnée 
de l’espace
l Une base  de  l’espace étant  donnée,   et   deux vecteurs  de coordonnées
respectives   et   Les vecteurs   et   sont colinéaires si et seulement si :
et et
c’est-à-dire si et seulement si :
et et
4

1

u v w, ,( )
u, v w
OA OB OC, ,( )
u v w, ,( )
u v w, ,( ) x
x αu βv γw.+ +=
x u v w, ,( ).
u v w, ,( )
O ; u v w, ,( )
O ; u v w, ,( )
O ; u v w, ,( ),
OM u v w, ,( ).
2

u v
x
y
z
 
 
 
  x′
y′
z′
 
 
 
 
.
u
v
xy′ x′y– 0= xz′ x′z– 0= yz′ y′z– 0=
x x′
y y′
0=
x x′
z z′
0=
y y′
z z′
0.=
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Positions relatives d’une droite et d’un plan, 
de deux plans de trois plans
Δ contenue dans SS Δ et SS disjoints (Δ SS) Δ et SS sécants en I
SS
1
 et SS
2
 confondus SS
1
 et SS
2
 disjoints (SS
1
SS
2
) SS
1
 et SS
2
 sécants
aucun point commun
un seul point commun une droite commune
5

 ⁄⁄ 
'
"
'
"
'

I
"
 ⁄⁄ 
"
1
 . "
2
"
1
"
2
"
1
"
2
"
1
"
3
"
2
"
3
"
1
"
2
"
3
 !! '
'
"
3
"
1
"
2
'
"
1
"
2
"
3
'
"
1
"
2
"
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Positions relatives de droites et plans Corrigé p. 48
1. Si deux plans ont un point commun, que peut-on dire des deux plans ?
2. Si deux droites D et D′ n’ont aucun point commun, que peut-on dire des
deux droites ?
3. Deux droites D et D′ sont coplanaires, que peut-on dire des deux droites ?
4. Deux plans P et P′ parallèles coupent un plan R suivant deux droites D et D′,
que peut-on dire des deux droites ?
5. Deux plans P et P′ sécants selon la droite Δ coupent respectivement un plan
R parallèle à Δ suivant deux droites D et D′. Que peut-on dire de D et D′ ?
Intersection de deux plans Corrigé p. 48
Une droite D non contenue dans un plan P coupe le plan P en un point I. Soit
A un point de P distinct de I. Quelle est l’intersection du plan P et du plan Q
défini par le point A et la droite D ?
Intersection de deux plans Corrigé p. 48
Soit D
1
 et D
2
 deux droites non coplanaires. A et B deux points appartenant res-
pectivement aux droites D
1
 et D
2
. Soit P le plan défini par B et D
1
 et Q le plan
défini par A et D
2
. Les plans P et Q sont-ils sécants ? Si oui quelle est leur inter-
section ?
Position relative Corrigé p. 49
Soient quatre droites D
1
, D
2
, D
3
, D
4
 de l’espace et trois points A, B, C non ali-
gnés tels que :
D
1
 et D
2
 sont sécantes en A,
D
2
 et D
3
 sont sécantes en B,
D
3
 et D
4
 sont sécantes en C,
D
1
 et D
4
 sont strictement parallèles.
Quelle est la position relative du plan P défini par (D
1
, D
4
) et du plan Q défini
par (D
2
, D
3
) ?
Questions courtes
1
‘
2
‘
3
‘
4
‘
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Intersection de plans    Corrigé p. 49
Soit A, B, C trois points non alignés d’un plan , I, J, K les milieux des segments
BC, AC, AB, S un point n’appartenant pas au plan . Soit 
1
, 
2
, 
3
, res-
pectivement les plans SAI, SBJ SCK.
1. Montrer que les plans 
1
, 
2
 et 
3
 ont une droite commune .
2. Montrer que le point R défini par   appartient à .
Caractérisation d’une droite    Corrigé p. 50
Soit A et B deux points distincts, D la droite AB et F un point de l’espace
n’appartenant pas à D.
1. Quel est l’ensemble  des points M de l’espace vérifiant 
où  et  sont des réels quelconques ?
2. Dans le cas où   quel est l’ensemble 
1
 des points M ?
3. Quelle relation doivent vérifier  et  pour que l’ensemble des points M tels
que   soit la droite AB ?
Base de vecteurs    Corrigé p. 51
Soient D
1
 et D
2
 deux droites définies respectivement par les points A
1
 et B
1
 dis-
tincts et les points A
2
 et B
2
 distincts.
Si D
1
 et D
2
 ne sont pas coplanaires, justifier que   est une
base des vecteurs de l’espace.
Repère de l’espace    Corrigé p. 51
Soit A, B et C trois points non alignés et S un point n’appartenant pas au plan
ABC.
1. Justifier que   est un repère de l’espace.
2. Quelles sont les coordonnées des points I, J, K, L, M milieux de AB, AC,
BC, SA, SB ?
3. Quelles sont les coordonnées du point T tel que 
4. Quelles  sont  les  coordonnées  d’un  point  N  quelconque  appartenant  à  la
droite JK ?
Exercices d’entraînement
5
10 min
‘
SR SA SB SC+ +=
6
20 min
‘
FM FA FB+=
 =
FM FA FB+=
7
20 min
‘
A
1
B
1
A
2
B
2
A
1
A
2
  
8
20 min
‘
S ; SA SB SC  
AT 3IJ 2LK ?+=
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 et D
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 deux droites définies respectivement par les points A
1
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 dis-
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Soit A, B et C trois points non alignés et S un point n’appartenant pas au plan
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1. Justifier que   est un repère de l’espace.
2. Quelles sont les coordonnées des points I, J, K, L, M milieux de AB, AC,
BC, SA, SB ?
3. Quelles sont les coordonnées du point T tel que 
4. Quelles  sont  les  coordonnées  d’un  point  N  quelconque  appartenant  à  la
droite JK ?
Exercices d’entraînement
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SR SA SB SC+ +=
6
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FM FA FB+=
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FM FA FB+=
7
20 min
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A
1
B
1
A
2
B
2
A
1
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2
  
8
20 min
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S ; SA SB SC  
AT 3IJ 2LK ?+=
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Colinéarité    Corrigé p. 53
Soit   et   deux vecteurs et   une combinaison linéaire des vecteurs 
et 
1. Montrer que s’il existe un couple de réels   tel que 
alors les vecteurs   et   sont colinéaires.
2. Montrer que si l’égalité   implique   alors les vec-
teurs   et   ne sont pas colinéaires.
Pavé droit    Corrigé p. 53
Soit ABCDEFGH le pavé tel que     et 
Soit  I,  J  et  K  trois  points  de  l’espace  définis  par  les  égalités 
 et 
1. Exprimer en fonction des vecteurs     et   les vecteurs     
2. Soit O le centre du rectangle ABCD et O le centre du rectangle EFGH.
a) Montrer que  les  trois vecteurs     et    constituent  une base de
l’ensemble des vecteurs de l’espace.
b) Déterminer les coordonnées des vecteurs       et   dans la base
9
30 min
‘
u
v u v+ u
v.
   0 0  u v+ 0=
u v
u v+ 0=    0 0 =
u
v
Sujets de type BAC
10
1 h
‘
AB 6,= AD 4= AE 2.=
      
A
E
H G
B
O
I
C
O4
K
F
D
J
AI
1
6
--
AB,=
AJ
1
4
--AD= AK
1
2
--AE.=
AI, AJ AK AC, DG, BE,
CE.
OA, OB OO
AC, DG, BE CE
OA OB OO  .
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4. La droite (GC) est-elle sécante au plan (IJK) ?
5. Le point C appartient-il au plan (BEH) ?
6. Les plans (IJK) et (BEH) sont-ils parallèles ou sécants ?
Géométrie sur un cube   Corrigé p. 56
Soit ABCDEFGH un cube, I le milieu de [AD], K le milieu de [FG] et J le point
de la droite (AE) tel que 
1. Montrer  que  le  plan  (IJK)  et  la  droite  (EH)  sont  sécants  en  un  point  P.
Construire sur la figure le point P, puis l’intersection de la face (EFGH) du cube
avec le plan (IJK).
2. a) Montrer que   est un repère de l’espace.
b) Montrer que 
c) Déterminer les coordonnées du point P.
d) Montrer que les droites (PK) et (EF) sont sécantes, déterminer les coordon-
nées du point d’intersection N.
3. Montrer que les plans (IJK) et (ABC) sont sécants et que la droite d’intersec-
tion Δ passe par I. Soit R le point d’intersection de Δ et de (CD). Déterminer le
réel λ tel que 
  Corrigé p. 60
Soit ABCDEFGH un cube d’arête   I le milieu de [AB], J le milieu de
[GH] et K le centre de la face BCGF du cube
11
1 h
‘
AJ
3
4
--
AE.=
A
E
H G
B
I
C
K
F
D
J
A ; AB AD AE, ,( )
IJ
1
2
--
AD–
3
4
--
AE.+=
IR λNK.=
12
1 h
‘
a 0,"
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1. a) Montrer que 
b) Montrer que le quadrilatère DIFJ est un losange.
2. Montrer  que  les  plans  (EGB)  et  (DIJ)  sont  sécants,  on  précisera  la  droite
d’intersection.
(Ind. Déterminer deux points communs aux plans (EGB) et (DIJ).)
3. Soit L le point tel que :
a) Déterminer les coordonnées du vecteur   dans la base   En
déduire que le point L appartient au plan (DIJ).
b) Déterminer les coordonnées du vecteur   dans la base   En
déduire que le point L appartient à la droite (EK).
Montrer que le point L est le centre de gravité du triangle EGB.
c) Quelle est la position relative de la droite (EK) et du plan (DIJ) ?
A
E
H J G
B
C
K
F
D
I
DJ IF.=
AL
2
3
--
AB
1
3
--
AD
2
3
--
AE.+ +=
DL AB AD AE, ,( ).
EL AB AD AE, ,( ).
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1. Si  deux  plans  ont  un  point  commun,  les  deux  plans  sont  sécants  ou
confondus.
2. Si deux droites D et D′ n’ont aucun point commun, soit elles sont non copla-
naires, soit elles sont strictement parallèles et donc sont dans un même plan.
3. Si deux droites D et D′ sont coplanaires, elles sont soit sécantes, soit stricte-
ment parallèles, soit confondues.
4. Deux plans P et P′ parallèles coupent un plan R suivant deux droites D et D′
qui sont parallèles.
5. Deux plans P et P′ sécants selon la droite Δ coupent respectivement un plan
R parallèle à Δ suivant deux droites D et D′. Les droites D et D′ sont parallèles
à Δ.
Une droite D non contenue dans un plan P coupe le plan P en un point I.
Soit A un point de P distinct de I. Les points A et I appartiennent au plan P, le
point A appartient aussi au plan Q donc les plans P et Q sont ou sécants ou
confondus.
La droite D est contenue dans le plan Q, le point I appartient à D donc le point I
appartient au plan Q, la droite (AI) appartient aux deux plans.
Les  plans  P  et  Q  sont  distincts  car  le  plan  Q  contient  la  droite  D  qui  par
construction  n’est  pas contenue  dans le  plan  P.  Donc  les plans  P et  Q sont
sécants selon la droite (AI).
Soit D
1
 et D
2
 deux droites non coplanaires. A et B deux points appartenant
respectivement aux droites D
1
 et D
2
. Soit P le plan défini par B et D
1
 et Q le plan
défini par A et D
2
.
Le  plan  P  contient  la  droite  D
1
 donc  le  point  A  appartient  à  P  ainsi  que  le
point B. La droite (AB) est incluse dans P.
Le plan Q contient la droite D
2
 donc le point B  appartient à Q ainsi  que  le
point A. La droite (AB) est incluse dans Q.
Les plans P et Q ne sont pas confondus car les droites D
1
 et D
2
 ne sont pas
coplanaires. Les plans P et Q sont sécants selon la droite (AB).
Questions courtes
1
2
3
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Le plan P est défini car les droites D
1
 et D
4
 sont strictement parallèles.
Le plan Q est défini car les droites D
2
 et D
3
 sont sécantes en B.
Le point A appartient à P car A appartient à D
1
 et A appartient à Q car A appar-
tient à D
2
.
Le point C appartient à P car C appartient à D
4
 et C appartient à Q car C appar-
tient à D
3
.
Les plans P et Q ne sont pas strictement parallèles car ils ont deux points com-
muns A et C.
Si le point B appartient à P, les deux plans P et Q sont confondus car les droites
(BA) et (BC) appartiennent à P.
Si le point B n’appartient pas à P, les deux plans P et Q sont distincts et sécants
selon la droite (AC).
Soit A, B, C trois points non alignés d’un plan S, I, J, K les milieux des seg-
ments [BC], [AC], [AB], S un point n’appartenant pas au plan S. Soit S
1
, S
2
,
S
3
, respectivement les plans (SAI), (SBJ), (SCK).
1. Les trois plans S
1
, S
2
 et S
3
 contiennent le point S. Le plan S
1
 contient la
droite (AI) qui est une médiane du triangle (ABC), de même le plan S
2
 contient
la médiane (BJ) et le plan S
3
 contient la médiane (CK). Le centre de gravité G
du triangle (ABC) est l’intersection des trois médianes, il appartient aux trois
plans S
1
, S
2
, S
3
. Le plan S
1
 contient les points S et G, il contient donc la droite
(SG), de même pour les plans S
2
 et S
3
. La droite (SG) appartient aux trois plans
S
1
, S
2
 et S
3
, ils ont donc une droite commune Δ.
2. On a :
4
Exercices d’entraînement
5
SR SA SB SC+ +=
SG GA+( ) SG GB+( ) SG GC+( )+ +=
3SG GA GB GC.+ + +=
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L
e  point  G  étant  le  centre  de  gravité  du  triangle  (ABC),  on  a
 Donc :
Les trois points S, R et G sont donc alignés, le point R appartient à la droite
(SG).
Soit A et B deux points distincts, D la droite (AB) et F un point de l’espace
n’appartenant pas à D.
1. Les points A et B sont distincts et le point F n’appartient pas à la droite (AB)
donc les vecteurs   et   sont non nuls et n’ont pas la même direction. Les
vecteurs   et   ne sont pas colinéaires. Le couple de vecteurs   est
une  base  des  vecteurs  du  plan  (FAB).  Donc  l’ensemble  3  des  points  M  de
l’espace vérifiant   où λ et μ sont des réels quelconques est le
plan (FAB).
2. Si   pour tout point M du plan,
Quand λ décrit G, le réel 2λ décrit G, le vecteur   est non nul car le point I
appartient à D et le point F n’appartient pas à D. L’ensemble 3
1
 est la droite (FI).
3. La droite (AB) est l’ensemble des points M tels qu’il existe un réel k vérifiant :
Les  coefficients    et    vérifient  la  relation    pour  que
l’ensemble des points M soit la droite (AB).
GA GB GC+ + 0.=
SR 3SG.=
6
FA
FB
FA FB FA FB,( )
FM λFA μFB+=
λ μ=
FM λFA λFB+ λ FA FB+( )= =
λ FI IA+( ) FI IB+( )+( )=
2λFI où I est milieu de  AB[ ].=
FI
AM kAB AF FM+⇔ k AF FB+( )= =
FM⇔ k 1–( )AF kFB+=
FM⇔ 1 k–( )FA kFB.+=
λ 1 k–= μ k= λ μ+ 1=
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Les vecteurs   et   ne sont pas colinéaires car les droites D
1
 et D
2
ne  sont  pas  coplanaires,  donc  ne  sont  pas  parallèles.  Posons    et
 les deux vecteurs n’étant pas colinéaires, ils déterminent une direc-
tion de plan. Soit P le plan passant par A
1
 et de direction 
Raisonnons par l’absurde, supposons que le vecteur   soit combinaison
linéaire  des  vecteurs    et    alors  le  point  A
2
  appartiendrait  au  plan  P  et
puisque   est un vecteur du plan P, la droite   appartiendrait à
P donc les droites (A
2
B
2
) et (A
1
B
1
) seraient coplanaires, ce qui est contraire à
l’hypothèse. Donc le vecteur   n’est pas combinaison linéaire des vecteurs
 et   Les trois vecteurs       ne sont pas coplanaires donc
 est une base des vecteurs de l’espace.
Soit A, B et C trois points non alignés et S un point n’appartenant pas au
plan (ABC).
1. Les vecteurs     et   ne sont pas nuls car le point S n’appartient pas au
plan (ABC). Les vecteurs     et   ne sont pas coplanaires car sinon les
points S, A, B et C seraient dans un même plan donc   est une base
des vecteurs de l’espace et   est un repère de l’espace.
2. Le point I est le milieu de [AB] donc on a les égalités équivalents suivantes :
Le point I, dans le repère   a pour coordonnées 
En  opérant  de  la  même  manière  les  coordonnées  de  J  milieu  de  [AC]  sont
 les coordonnées de K milieu de [BC] sont 
Le point L milieu de [SA] vérifie   donc les coordonnées de L sont
 de même M est le milieu de [SB] donc   et les coordonnées
de M sont 
7
A
1
B
1
A
2
B
2
u A
1
B
1
=
v A
2
B
2
=
u v,( ).
A
1
A
2
u v,
v A
2
B
2
= A
2
v,( )
A
1
A
2
u v. A
1
B
1
, A
2
B
2
, A
1
A
2
A
1
B
1
A
2
B
2
A
1
A
2
, ,( )
8
SA,
SB SC
SA, SB SC
SA SB SC, ,( )
S ; SA SB SC, ,( )
IA IB+ 0 IS SA IS SB+ + +⇔ 0= =
2SI⇔ SA SB+=
SI⇔
1
2
--SA
1
2
--SB 0SC.+ +=
S ; SA SB SC, ,( ),
1
2
--
1
2
-- 0, ,
 
 
.
1
2
-- 0
1
2
--, ,
 
 
,
0
1
2
--
1
2
--, ,
 
 
.
SL
1
2
--SA=
1
2
-- 0 0, ,
 
 
,
SM
1
2
--SB=
0
1
2
-- 0, ,
 
 
.
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3
. On peut écrire les égalités équivalentes suivantes :
Les coordonnées du point T, dans le repère   sont 
4. Les points J et K sont distincts donc la droite (JK) est définie. Le point N
appartient à la droite (JK) si et seulement si il existe un réel λ tel que :
L
es coordonnées du point N, dans le repère   sont :
AT 3IJ 2LK+=
AS ST+ 3 IS SJ+( ) 2 LS SK+( )+=
ST AS– 3SI– 3SJ 2SL– 2SK+ +=
ST SA 3
1
2
--SA
1
2
--SB+
 
 
– 3
1
2
--SA
1
2
--SC+
 
 
2
1
2
--SA
 
 
– 2
1
2
--SB
1
2
--SC+
 
 
+ +=
ST 1
3
2
--–
3
2
-- 1–+
 
 
SA
3
2
--– 1+
 
 
SB
3
2
-- 1+
 
 
SC+ +=
1
2
--SB–
5
2
--SC
.+=
S ; SA SB SC, ,( ), 0
1
2
--–
5
2
--, ,
 
 
.
JN λJK JS SN+⇔ λ JS SK+( )= =
SN⇔ JS– λJS λSK+ +=
SN⇔ 1– λ+( )JS λSK+=
SN⇔ 1 λ–( )SJ λSK+=
SN⇔ 1 λ–( )
1
2
--SA 0SB
1
2
--SC+ +
 
 
λ 0SA
1
2
--SB
1
2
--SC+ +
 
 
+=
SN⇔
1
2
--
1
2
--λ– 0λ+
 
 
SA
λ
2
---SB
1
2
--
1
2
--λ–
λ
2
---+
 
 
SC+ +=
SN⇔
1
2
--
1
2
--λ–
 
 
SA
λ
2
---SB
1
2
--SC
.+ +=
S ; SA SB SC, ,( ),
1
2
--
1
2
--λ–
λ
2
---
1
2
--, ,
 
 
.
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3
. On peut écrire les égalités équivalentes suivantes :
Les coordonnées du point T, dans le repère   sont 
4. Les points J et K sont distincts donc la droite (JK) est définie. Le point N
appartient à la droite (JK) si et seulement si il existe un réel λ tel que :
L
es coordonnées du point N, dans le repère   sont :
AT 3IJ 2LK+=
AS ST+ 3 IS SJ+( ) 2 LS SK+( )+=
ST AS– 3SI– 3SJ 2SL– 2SK+ +=
ST SA 3
1
2
--SA
1
2
--SB+
 
 
– 3
1
2
--SA
1
2
--SC+
 
 
2
1
2
--SA
 
 
– 2
1
2
--SB
1
2
--SC+
 
 
+ +=
ST 1
3
2
--–
3
2
-- 1–+
 
 
SA
3
2
--– 1+
 
 
SB
3
2
-- 1+
 
 
SC+ +=
1
2
--SB–
5
2
--SC
.+=
S ; SA SB SC, ,( ), 0
1
2
--–
5
2
--, ,
 
 
.
JN λJK JS SN+⇔ λ JS SK+( )= =
SN⇔ JS– λJS λSK+ +=
SN⇔ 1– λ+( )JS λSK+=
SN⇔ 1 λ–( )SJ λSK+=
SN⇔ 1 λ–( )
1
2
--SA 0SB
1
2
--SC+ +
 
 
λ 0SA
1
2
--SB
1
2
--SC+ +
 
 
+=
SN⇔
1
2
--
1
2
--λ– 0λ+
 
 
SA
λ
2
---SB
1
2
--
1
2
--λ–
λ
2
---+
 
 
SC+ +=
SN⇔
1
2
--
1
2
--λ–
 
 
SA
λ
2
---SB
1
2
--SC
.+ +=
S ; SA SB SC, ,( ),
1
2
--
1
2
--λ–
λ
2
---
1
2
--, ,
 
 
.
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Chapitre 2 Vecteurs, droites et plans de l’espace
Soit   et   deux vecteurs et   une combinaison linéaire des vec-
teurs   et 
1. S’il existe  un couple de réels    tel que   l’un des
deux réels est non nul, supposons que le réel α soit non nul, on a   et
donc   Les vecteurs   et   sont colinéaires.
2. On  suppose  que  l’égalité    ne  peut  se  réaliser  que  si
• Raisonnons par l’absurde. Supposons les vecteurs   et   colinéaires, trois cas
possibles :
– Si    alors  le  couple    permet  d’écrire 
C’est contraire à l’hypothèse donc les vecteurs   et   sont non tous les deux nuls.
– Si un seul des deux vecteurs est nul par exemple   le couple 
permet de vérifier l’égalité vectorielle :   C’est contraire à l’hypo-
thèse donc les vecteurs   et   sont non nuls.
– Supposons les vecteurs   et   non nuls, il existe un réel λ tel que 
donc tel que   donc il existe un couple   tel
que :
– Le seul cas possible est donc que les vecteurs   et   ne soient pas colinéaires.
Soit ABCDEFGH le pavé tel que     et 
Soit  I,  J  et  K  trois  points  de  l’espace  définis  par  les  égalités 
 et 
9
u
v αu βv+
u v.
α β,( ) 0 0,( )≠ αu βv+ 0=
αu βv–=
u
β
α
---v.–=
u v
αu βv+ 0=
α β,( ) 0 0,( ).=
u
v
u v 0= = α β,( ) 1 1,( )= αu βv+ 0.=
u v
u 1 0,( ) 0 0,( )≠
1u 0v+ 0.=
u v
u v v λu=
λu v– 0= α β,( ) λ 1–,( ) 0 0,( )≠=
αu βv+ 0.=
u v
Sujets de type BAC
10
AB 6,= AD 4= AE 2.=
A
E
H G
B
O
I
C
O4
K
F
D
J
AI
1
6
--AB,=
AJ
1
4
--AD=
AK
1
2
--AE.=
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1
. On a :
On a :
On a :
On a :
2. Soit O le centre du rectangle ABCD et O′ le centre du rectangle EFGH.
a)  est une base de l’ensemble des vecteurs de l’espace car les
quatre points O, A, B et O′ ne sont pas coplanaires car les trois points O, A, B
ne  sont  pas  alignés,  ils  déterminent  un  plan  et  O′  n’appartient  pas  au  plan
(OAB).
b) On a :
On a :
On peut remarquer que ABCD est un rectangle de centre O, donc   et
 Les rectangles ABCD et EFGH ont respectivement pour centre O
et O′. Le pavé droit a pour face des rectangles donc   L’égalité
  implique  que  dans  le  plan  (AECG)  le  quadrilatère  AECG  est  un
AC AB AD (règle du parallélogramme)+=
6AI 4AJ.+=
DG DC CG+ AB AE+= =
6AI 2AK.+=
BE BA AE+=
6AI– 2AK.+=
CE CB BA AE+ +=
AB– AD– AE+=
6AI– 4AJ– 2AK.+=
OA OB OO′, ,( )
AC AO OC+ OA– OA– 2OA.–= = =
DG DO OC CG.+ +=
DO OB=
OC OA.–=
AE CG BF.= =
AE CG=
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Chapitre 2 Vecteurs, droites et plans de l’espace
parallélogramme  et  que    d’où    soit    Cette
égalité est équivalente à   d’où en remplaçant :
On a :
On a :
En résumé, les coordonnées des vecteurs       et   dans la base
 sont :
3. Dans le plan (ABFE) la droite (KI) coupe (AE) en K donc coupe dans ce plan
toute parallèle à (AE) en particulier (BF).
4. La droite (GC) est parallèle à la droite (AE). Le plan (IJK) coupe (AE) en K
donc coupe toute droite parallèle à (AE), en particulier le plan (IJK) coupe la
droite (GC).
5. Les droites (EH) et (BC) sont parallèles donc appartiennent à un même plan.
Le  plan  défini  par  les  deux  droites  (EH)  et  (BC)  est  le  plan  (BEH)  donc  le
point C appartient au plan (BEH).
6. Les plans (IJK) et (BEH) ne sont pas strictement parallèles, ils ont un point
commun. Dans le plan (ADEH) (f
ace du parallélépipède) la droite (JK) coupe
(AD) donc coupe aussi (EH) qui est parallèle à (AD). Soit R le point d’intersec-
tion de (EH) et (JK), le point R appartient au plan (IJK) car R appartient à (JK)
et R appartient à (EBH) car R appartient à (EH). Les deux plans sont sécants et
non confondus car le point I n’appartient pas à (EBH) (le point I n’appartient
pas à (EB) qui est l’intersection du plan (EBH) avec la face ABFE du cube).
EG AC=
1
2
--EG
1
2
--AC=
EO′ AO.=
OO′ AE CG,= =
DG DO OC CG+ +=
OB OA– OO′+=
OA– OB OO′.+ +=
BE BO OA AE+ +=
OA OB– OO′.+=
CE CO OA AE+ +=
2OA OO′.+=
AC, DG, BE CE
OA OB OO′, ,( )
AC
2–
0
0
 
 
 
 
,
DG
1–
1
1
 
 
 
 
,
BE
1
1–
1
 
 
 
 
,
CE
2
0
1
 
 
 
 
.
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S
oit ABCDEFGH un cube, I le milieu de [AD], K le milieu de [FG] et J le
point de la droite (AE) tel que 
1. Dans le plan (ADEH), les droites (IJ) et (EH) sont sécantes car la droite (EH)
est parallèle à la droite (AD) et la droite (IJ) étant sécante à (AD) en I est sécante
à toute parallèle à (AD) donc en particulier à (EH). Le plan (IJK) coupe la droite
(EH) en P.
Construction de P sur la figure : on trace (IJ) qui coupe (EH) en P.
Les points P et K appartiennent au plan (EFG) et au plan (IJK), l’intersection de
ces deux plans est  donc la droite (PK). La figure suggère  que la droite (PK)
coupe [EF] en un point N. L’intersection du plan (IJK) avec la face EFGH du
cube serait le segment [NK].
2. a) Par co
nstruction le point A est un point de l’espace et les vecteurs 
    sont  non  coplanaires  donc    est  un  repère  de
l’espace.
b) Par définition des points I et J on a 
c) Le point P est l’intersection des droites (IJ) et (EH) donc il existe λ et μ réels
tels que   et 
11
AJ
3
4
--AE.=
A
E
P
H G
B
I
C
K
F
D
N
J
AB,
AD, AE A ; AB AD AE, ,( )
IJ IA AJ+
1
2
--AD–
3
4
--AE.+= =
IP λIJ= EP μEH.=
IP λIJ IA AP+⇔ λ
1
2
--AD–
3
4
--AE+
 
 
= =
AP⇔
λ
2
---AD– IA–
3λ
4
------AE+=
AP⇔
λ
2
---AD–
1
2
--AD
3λ
4
------AE+ +=
AP⇔
1
2
--
λ
2
---–
 
 
AD
3λ
4
------AE.+=





 [image: ]57
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On a aussi :
La décomposition de vecteurs selon une base est unique, d’où :
Les coordonnées du point P dans le repère   sont 
d) On a :
EP μEH EA AP+⇔ μAD= =
AP⇔ μAD EA–=
AP⇔ μAD AE.+=
AP
1
2
--
λ
2
---–
 
 
AD
3λ
4
------AE+ μAD AE.+= =
μAD AE+
1
2
--
λ
2
---–
 
 
AD
3λ
4
------AE
1
2
--
λ
2
---– μ=
1
3λ
4
------=





⇔+=
λ
2
---– μ–
1
2
--–=
3λ
4
------ 1=





⇔
μ
1
2
--
2
3
--–=
λ
4
3
--=





⇔
μ
1
6
--–=
λ
4
3
--.=





⇔
A ; AB AD AE, ,( ) 0
1
6
--– 1, ,
 
 
.
PK PE EF FK+ +=
1
6
--EH EF FK+ +=
1
6
--AD AB
1
2
--AD.+ +=
PK AB
2
3
--AD.+=
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D
’autre part   Les vecteurs   et   ne sont pas colinéaires donc les
droites (PK) et (EF) sont sécantes en un point N.
Déterminons les coordonnées du point d’intersection N.
Le  point  N  appartient  à  la  droite  (PK),  il  existe  donc  un  réel  x  tel  que
Le point N appartient à la droite (EF), il existe donc un réel y tel que 
On en déduit les équivalences suivantes :
De même :
Dans la base   la décomposition du vecteur   est unique.
L’égalité
est équivalente à :
.
Le point N vérifie   ce qui montre que le point N appartient au seg-
ment [EF].
EF AB.=
PK EF
PN xPK.=
EN yEF.=
PN xPK PA AN+⇔ x PA AK+( )= =
AN⇔ x 1–( )PA xAK+=
AN⇔ 1 x–( )AP x AB BF FK+ +( )+=
AN⇔ 1 x–( )
1
6
--AD– AE+
 
 
x AB AE
1
2
--AD+ +
 
 
+=
AN⇔ xAB
1 x–
6
-----------–
x
2
--+
 
 
AD 1 x– x+( )AE+ +=
AN xAB
4x 1–
6
--------------AD AE.+ +=
EN yEF EA AN+⇔ yAB= =
AN⇔ yAB AE.+=
AB AD AE, ,( ) AN
AN yAB
4x 1–
6
--------------AD AE+ + yAB AE,+= =
x y=
4x 1–
6
-------------- 0=





x y=
x
1
4
--=





⇔
EN
1
4
--EF=
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Chapitre 2  Vecteurs, droites et plans de l’espace
Les coordonnées du point N dans le repère   sont 
3. Le plan ABC est la face ABCD du cube. Le plan IJK contient le point I
milieu de AD Ce point I appartient aux deux plans IJK et ABC. Les deux
plans IJK et ABC étant distincts, ils sont sécants selon une droite  qui passe
par I.
Les plans ABC et EFG sont parallèles car ce sont deux faces opposées du
cube. Le plan IJK coupe ces deux plans suivant des droites parallèles, donc les
droites  et NK sont parallèles.
La  droite    étant  parallèle  à  NK,  la  droite  CD  étant parallèle  à EF,  les
droites NK et EF étant sécantes, les droites  et CD le sont aussi. La droite
 coupe CD en un point R.
Déterminons le réel  tel que   On a successivement :
On a :
Dans la base   l’égalité précédente est équivalente à :
Le point R vérifie   Le point R appartient au segment DC.
Les vecteurs   et   sont tels que   donc :
  donc 
A ; AB AD AE  
1
4
--
0 1 
 
 
.
IR NK.=
IR ID DR+=
1
2
--AD DC où  est un réel+=
1
2
--
AD AB,+=
NK NF FK+=
3
4
--
EF
1
2
--
FG+=
3
4
--
AB
1
2
--
AD.+=
IR NK
1
2
--
AD AB+ 
3
4
--
AB
1
2
--
AD+
 
 
.= =
AB AD AE  ,
1
2
--

2
---=

3
4
------=





 1  et  
3
4
--.= =
DR DC
3
4
--
DC.= =
IR NK IR NK=
IR NK=  1.=





 [image: ]60
 Soit ABCDEFGH un cube d’arête   I le milieu de AB, J le milieu de
GH et K le centre de la face BCGF du cube.
1. a) On a :
et :
On a donc :
Les vecteurs   et   sont non nuls et sont respectivement les vecteurs direc-
teurs des droites DJ et IF, ces droites sont parallèles et donc coplanaires, les
quatre points D, J, F et I sont coplanaires.
b) Les vecteurs   et   sont égaux donc le quadrilatère DIFJ est un parallélo-
gramme.
DJ est l’hypoténuse du triangle rectangle DHJ donc d’après le théorème de
Pythagore :
  donc 
12
a 0,"
A
E
H J G
B
C
K
F
T
D
U
I
DJ DH HJ+=
AE
1
2
--
HG+=
AE
1
2
--
AB+=
IF IB BF+=
1
2
--
AB AE.+=
DJ IF=
DJ IF
DJ IF
DJ
2
DH
2
HJ
2
+ a
2
a
2
--
 
 
2
+
5
4
--
a
2
= = = DJ a
5
2
-- .=
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Chapitre 2 Vecteurs, droites et plans de l’espace
[DI] est l’hypoténuse du triangle ADI rectangle en A donc d’après le théorème
de Pythagore :
donc
Le parallélogramme DIFJ ayant deux côtés consécutifs de même longueur est
un losange.
2. La diagonale [EG] de la face EFGH coupe le segment [JF] en un point T et la
diagonale [EB] de la face EABF coupe le segment [IF] en un point U.
Les deux plans (EGB) et (DIJ) ont en commun les deux points T et U. Les deux
plans ne sont pas confondus car le point F appartient au plan (DIJ) et n’appar-
tient pas au plan (EGB). Les plans (EGB) et (DIJ) sont sécants, et se coupent
selon la droite (TU).
3. Soit L le point tel que 
a) On a :
Cette  dernière  égalité  donne  les  coordonnées  du  vecteur    dans  la  base
   En continuant les transformations on obtient :
DI
2
DA
2
AI
2
+ a
2
a
2
--
 
 
2
+
5
4
--a
2
= = = DI a
5
2
--.=
AL
2
3
--AB
1
3
--AD
2
3
--AE.+ +=
DL DA AL+=
DA
2
3
--AB
1
3
--AD
2
3
--AE+ + +=
2
3
--AB
2
3
--AD–
2
3
--AE+=
DL
2
3
-- AB AD– AE+( ).=
DL
AB AD AE, ,( ) :
2
3
--
2
3
--–
2
3
--
 
 
 
 
 
 
 
 
.
DL
2
3
-- AB AD– AE+( )=
2
3
-- DB AE+( )=
2
3
-- DB BF+( )=
2
3
--DF.=
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L
es trois points D, L et F sont alignés, le point L appartient à la droite (DF) donc
au plan (DIJ) qui contient la droite (DF). On a vu à la question 1. que D, I, F, J
sont quatre points coplanaires.
b) On a :
Les coordonnées du vecteur   dans la base   sont 
On remarque que :
Donc :
Les points E, K et L sont alignés, le point L appartient à la droite (EK).
La droite (EK) passe par le sommet E du triangle EGB et par le milieu K du côté
[BG]. La droite (EK) est la médiane issue de E du triangle EBG. Le point L est
situé aux   de [EK] à partir du sommet E : c’est donc le centre de gravité du
triangle EGB.
c) Le point L est un point du plan (DIJ) et est un point de la droite (EK). Ni E ni
K n’appartiennent au plan (DIJ). La droite (EK) est sécante en L au plan (DIJ).
Remarque : L appartient à la droite (TU) intersection des plans (DIJ) et (EBG).
EL EA AL+=
EA
2
3
--AB
1
3
--AD
2
3
--AE+ + +=
2
3
--AB
1
3
--AD
1
3
--AE.–+=
EL AB AD AE, ,( )
2
3
--
1
3
--
1
3
--–
 
 
 
 
 
 
 
 
.
EK EF FK+=
AB
1
2
--FC+=
AB
1
2
-- FB BC+( )+=
AB
1
2
--AD
1
2
--AE.–+=
2
3
--EK
2
3
--AB
1
3
--AD
1
3
--AE–+=
2
3
--EK EL.=
2
3
--
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CHAPITRE

Orthogonalité 
et distance
Il s’agit de développer des outils qui permettent de cal-
culer des distances, des aires, des volumes ainsi que des
mesures d’angles.
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Produit scalaire
Définitions
Soit   et   deux vecteurs et A un point de l’espace.
Soit B et C les points définis par    et 
l Le produit scalaire des vecteurs   et   est le réel noté   défini par :
l Si   on note   et 
La norme du vecteur   est   que l’on note 
l On dit que le vecteur   de l’espace est unitaire si 
Propriétés
l Si A, B, C sont trois points ( ) de l’espace,
alors :
où H est l’intersection de la droite (AB) avec le plan orthogonal à la droite (AB)
passant par C.
l Soit A, B, C trois points alignés distincts deux à deux.
Si les vecteurs   et   sont de même sens :
Si les vecteurs   et   sont de sens contraire :
1

1
u
v
u AB= v AC.=
u v u  · v
u  · v 0= si u 0  ou v 0= =
u  · v AB · AC AB AC cos BAC××= = si u 0  et v 0 .≠≠





AB AC,= AB · AB AB
2
,= AB
2
AB AB cos0×× AB
2
.= =
AB AB AB
2
,= AB .
u u 1.=
2

A B≠
Remarque
On dit que H est le projeté orthogonal 
de C sur la droite (AB).
AB · AC AB · AH=
AB AC
AB AC⋅ AB AC.×=
AB AC
AB AC⋅ A– B AC.×=
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l Linéarité 
Quels que soient les vecteurs       de l’espace et quel que soit le réel  :
l Symétrie
Quels que soient les vecteurs   et   de l’espace : 
Quels que soient les vecteurs   et   de l’espace : 
 Produit scalaire et orthogonalité
l Un vecteur   est orthogonal à un vecteur   si l’un au moins de ces deux
vecteurs est nul ou si, dans le cas où aucun des deux vecteurs n’est nul, la droite
AB est orthogonale à la droite AC.
l Si   est orthogonal à   alors   est orthogonal à   On dit alors que   et 
sont orthogonaux. On démontre que :
– les vecteurs   et   sont orthogonaux si et seulement si 
– les droites A,   et   sont orthogonales si et seulement si :
;
– la droite A,   est orthogonale au plan   si et seulement si :
  et  
u ,
v ,
w 
u   · v   u  · v   ;             u  ·  v    u  · v   ;==
u  v +  · w  u  · w  v  · w  ;+=      u  ·  v  w +  u  · v  u  · w .+=
u  v 
u  · v  v  · u .=
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