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pour l’épreuve inale

Suites
Pour r ∈ R, q ∈ R (avec q �= 1), on a :
Suite arithmétique de raison r Suite géométrique de raison q
u
n+1
= u
n
+ r u
n+1
= qu
n
u
n
= u
0
+ nr u
n
= u
0
× q
n
u
0
+ u
1
+···+u
n
= (n + 1) ×
u
0
+ u
n
2
u
0
+ u
1
+···+u
n
= u
0
×
1 − q
n+1
1 − q
1 + 2 + 3 +···+n =
n(n + 1)
2
1 + q + q
2
+···+q
n
=
1 − q
n+1
1 − q
• Principe de récurrence
(P
n
) est une propriété dépendant d’un entier n et n
0
un entier quelconque.
Si (P
n
0
) est vraie et si, pour un entier k  n
0
, (P
k
) ⇒ (P
k+1
),
alors (P
n
) est vraie pour tout n  n
0
.
• Théorèmes de comparaison
Si, pour tout entier n  n
0
, u
n
 v
n
et lim
n→+∞
v
n
= −∞, alors lim
n→+∞
u
n
= −∞.
Si, pour tout entier n  n
0
, u
n
 v
n
et lim
n→+∞
u
n
= +∞, alors lim
n→+∞
v
n
= +∞.
• Théorème des gendarmes
Si, pour tout entier n  n
0
, v
n
 u
n
 w
n
et lim
n→+∞
v
n
= lim
n→+∞
w
n
= ℓ,
alors lim
n→+∞
u
n
= ℓ, où ℓ est un réel.
• Limites de q
n
q < −1 |q| < 1 q = 1 q > 1
lim
n→+∞
q
n
n’existe pas lim
n→+∞
q
n
= 0 lim
n→+∞
q
n
= 1 lim
n→+∞
q
n
= +∞
• Théorème de convergence
Toute suite croissante et majorée converge.
Toute suite décroissante et minorée converge.
Toute suite monotone et bornée converge.
Limites de fonctions
• Formes indéterminées
«
∞
∞
»
« ∞−∞» «0×∞» «
0
0
»
• Asymptotes
y = b
y = f(x)
Asymptote horizontale
d’équation y = b
b
O
lim
x→+∞
f (x ) = b
x = a
y = f(x)
Oa
Asymptote verticale
d’équation x = a
lim
x→a
f (x ) = +∞




[image: ]Primitives
• Déﬁnition
F primitive de f ⇐⇒ F

= f Une primitive est déﬁnie à une constante près.
• Primitiv es usuelles
a ∈ R, n ∈ N.
f (x ) a x
n
1
x
e
x
sin x cos x
F(x) ax
x
n+1
n +1
ln |x| e
x
−co s x sin x
• Primitives composées
u est une fonction, u

est sa d ér ivée, n ∈ N \ {−1}.
Fonction
u

u
, u = 0
u

e
u
u

u
2
u

u
n
u

2
√
u
, u > 0
Primitive ln |u| e
u
−
1
u
u
n+1
n +1
√
u
Équations différentielles
Les solutions de l’équation différentielle y

= ay sont : f (x) = Ce
ax
, C ∈ R.
Les solutions de l’équation différentielle y

= ay + b sont : f (x) = Ce
ax
−
b
a
, C ∈ R.
Intégration
f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a;b].
• Lien avec les primitives
F primitive de f ⇐⇒

b
a
f (x) dx =

F(x)

b
a
= F(b) − F(a)
• Intégration par parties

b
a
u

(x )v(x) dx =

u(x)v(x )

b
a
−

b
a
u(x)v

(x ) dx
• Valeur moyenne d’une f onction sur [a;b]
µ =
1
b − a

b
a
f (x) dx
• Propriétés
Linéarité

b
a
λ f (x) + g(x) dx = λ

b
a
f (x) dx +

b
a
g(x ) dx
Conservation de l’ordre sur [a;b], f (x)  g(x) =⇒

b
a
f (x) dx 

b
a
g(x ) dx
Relation de Chasles

b
a
f (x ) dx =

c
a
f (x) dx +

b
c
f (x ) dx
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• Dérivées usuelles
a est un réel et n un entier naturel non nul.
f (x) a x
n
√
x e
x
ln x sin x cos x
f

(x ) 0 nx
n−1
1
2
√
x
e
x
1
x
cos x −sin x
• Opérations et dérivées
Opération uv
u
v
√
u u
n
e
u
ln(u)
Dérivée u

v +v

u
u

v −v

u
v
2
u

2
√
u
nu

u
n−1
u

e
u
u

u
Continuité
• Théorème des valeurs intermédiaires (TVI)
Si f est une fonction continue sur [a;b] et si k est une valeur comprise entre
f (a) et f (b), alors il existe au moins une valeur de x dans [a;b]telle que f (x) = k.
• Théorème de la bijection (corollaire du TVI)
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur [a;b]
et si k est une valeur comprise entre f (a) et f (b),
alors il existe une unique valeur de x dans [a;b]telle que f (x) = k.
Logarithme népérien
• Propriétés et l imites
La fonction ln est déﬁnie sur ]0;+∞[, n ∈ N, p ∈ Z.
Propriétés algébriques
ln 1=0
ln e =1
ln(xy) =ln x + ln y
ln

x
y

=ln x − ln y
ln(x
p
) = p ln x
Limites
lim
x→0
ln x = −∞
lim
x→+∞
ln x = +∞
lim
x→0
x
n
ln x = 0
lim
x→+∞
ln x
x
n
= 0
lim
x→0
ln(1 + x)
x
= 1
• Comparaison avec l’exponentielle
y = x
y = ln x
y = e
x
1
1
e
e
0
La courbe représentative du
logarithme népérien est symétrique
à celle de l’exponentielle par
rapport à la droite d’équation
y = x.
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[image: ]Avant-propos
Cet ouvrage est conforme au programme de la spécialité Mathématiques de
Terminale qui est entré en vigueur à la rentrée 2020.
Avec six heures hebdomadaires, le contenu est ambitieux et aborde des parties
nouvelles par rapport au programme de Terminale S des années précédentes :
équation s différentielles, intégration par parties, co mbinatoire, dénombrements,
loi des grands nombres et binomiale... Autant de notions importantes pour
lesquelles la maîtrise passe par la résolution d’exercices variés.
Dans chaque chapitre, vous trouverez :
un rappel de cours, qui s’appuie sur la résolution pratique d’un exercice type, et
qui propose de manière concise tout ce que l’on doit retenir du chapitre étudié;
des QCM et des exercices de type vrai-faux permettant de tester de manière
rapide la connaissance du cours et sa réelle assimilation et de préparer au mieux
les épreuves similaires ﬁgurant dans les sujets de baccalauréat et dans les
concours post-bac;
des exercices qui correspondent aux différents types de sujets de d evoirs.
Certains sont des applications immédiates du cours, d’autres nécessitent une
réﬂexion plus approfondie et constituent un bon entraînement pour les études
supérieures. Dans cette nouvelle édition, la plupart des exercices ont réellement
été proposés en lycée.
Conformément à l’esprit de la réforme, de multiples exercices comportent d e s
programmes en Python, que vous pouvez télécharger sur notre serveur à l’adresse :
www.prepamath.fr/ILTM
enﬁn les solutions des QCM et des exercices. Certaines sont parfois beaucoup
plus détaillées que ce qui est normalement demandé à un élève de Terminale
pour un devoir en classe. Ceci est intentionnel dans le but d’aider l’élève à
avoir les idées claires sur les notions fondamentales utilisées.
Rappelons notre recommandation traditionnelle : cet ouvrage n ’est pas un
manuel de cours. Nous souhaitons que l’utilisation d e ce livre ne se substitue pas
au travail de classe mais qu’elle soit l’occasion d’un dialogue avec le
professeur de mathématiques. En complément de ce livre, des vidéos présentées
par des enseignant.e.s vous aideront de manière vivante à mieux comprendre
la résolution d’exercices importants. Elles sont accessibles très simplement sur
tablettes ou smartphones à l’aide d’un QRCode.
Nous remercions par avance tout lecteur qui nous fera part de ses remarques ou
suggestions en nous écrivant à contact@prepamath.fr.
Nous vous souhaitons une bonne et proﬁtable lecture.
L’auteur
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de travail
Les conseils qui suivent ont été mis en pratique par un grand nombre de majors
(sortis premiers) de Polytechnique ou de l’ÉNA, par d es professionnels de l’or-
ganisation et sont également recommandés par de nombreux professeurs. Pour
approfondir votre méthode de travail et obtenir les meilleurs résultats pendant vos
études, nous vous recommandons la lecture du livre « Comment travailler plus
efﬁcacement », par F. Déliac, U. Hadrien, E. Matrullo et E. Maurette.
Faire des « feed-back »
Le « feed-back» est le con seil le plus impo rtant et le plus utilisé par ceux qui réus-
sissent brillamment leurs études. Il consiste à contrôler systématiquement, sans
s’aider de notes, ce que l’on vient d’apprendre (exercices et cours). Ce contrôle
peut se faire mentalement, oralement ou par écrit.
Dans les transports, essayez de vous rappeler mentalement, et sans vous aider
de vos notes, le cours et les exercices vus le matin en classe (feed-back mental).
Après avoir relu votre cours le soir, essayez d e retrouver par écrit les principaux
paragraphes et démonstrations sans regarder votre leçon (feed-back écrit).
Après avoir résolu un problème, prenez 5 minutes pour contrôler p ar écrit que
vous vous rappelez clairement l’énoncé ainsi que la démarche de résolution
(feed-back écrit).
Expliquez à des amis la leçon que vous venez d’apprendre ou l’exercice que
vous venez de résoudre : c’est un excellent feed-back oral. Choisissez le type
de « feed-back » qui vous convient le mieux et faites-en le plus régulièrement
possible (après chaque cours et chaque série d’exercices). Pour être efﬁcace,
un « feed-back » doit se faire sans l’aide de vos notes. Ainsi, faire des ﬁches
de résumés d e cours à partir de vos cahiers ouverts ne constitue nullement un
« feed-back ».
Miser s ur la qualité
De nombreux témoignages démontrent que pour obtenir de bons résultats, il est
préférable de faire un nombre limité d’exercices de manière approfondie plutôt
que d’en survoler un grand nombre. Une tendance très répandue consiste à abattre
une gr ande quantité d’exercices, à la chaîne, mais superﬁciellement, en espérant
que le jour du contrôle, on aura déjà vu ce type de problème et que l’on saura
s’en souvenir. Cette méthode est absolument inefﬁcace car la seule manière de se
souvenir d’un exercice de mathématiques ou de physique, c’est de l’avoir parfai-
tement compris et assimilé.
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À la ﬁn d’un problème, prenez 5 à 10 minutes pour essayer de trouver un moyen
de le généraliser ou de le compliquer (c’est ce que font souvent les professeurs
pour concevoir leurs contrôles écrits); trouvez ce que cela pourrait changer dans
la solution.
Prenez également l’habitude, après chaque exercice, de faire un « feed-back »
en faisant ressortir la démarche générale et en tissant des liens avec le cours.
Bref, il ne faut pas vous contenter de résoudre l’exercice, mais il vous faut lui
apporter de la valeur ajoutée et vous interroger sur son contenu.
Idem pour le cours. Ne vous contentez pas de le parcourir de manière passive.
Il vous faut avoir la rigueur d’effacer toutes les zones d’ombre. Pour chaque
théorème, il faut vous demander quels types d’exercices son utilisation permet-
tra de résoudre.
Travailler par « couches successives »
Cette méthode, très utile pour les étudiants préparant des examens ou des révi-
sions, peu t également être utilisée dès le lycée.
On observe que pour apprendre un gros volume d e cours, rien n’est plus inefﬁ-
cace que de l’attaquer de front, de manière linéaire. La bonne manière consiste
à d’abord survoler l’ensemble, en ne retenant que la structure, c’est-à-dire les
grands titres, ainsi que les noms des paragraphes (première couche, étape de-
vant durer 5 minutes). Dans l’étape suivante (deuxième couche, d’une durée de
10 minutes), on reprend son cours du début en retenant cette fois également les
théorèmes et résultats importants. Après cette deuxième couche, on a déjà une
idée claire de la structure de l’ensemble du cours. On peut alors aborder la der-
nière étape (troisième couche) : on reprend son cours au début pour, cette fois-ci,
l’étudier en profondeur en apprenant le détail des démonstrations.
Il est à noter que cette méthode peut être également appliquée avec succès à des
matières littéraires, ainsi qu’aux révisions du bac de français. Par exemple :
Pour la préparation d’un contrôle, on commencera par passer en revue rapide-
ment l’ensemble du cours et des exercices du chapitre précédemment étudié,
avant de les réviser en détail. Ainsi aura-t-on développé une compréhension
synthétique et claire.
De même, avant d’aborder un problème volumineux (tel qu’un contrôle écrit),
il est préférable d’en survoler l’ensemble avant de l’attaquer.
Travailler sa rapidité
Pour acquérir de la rapidité, trois voies sont possibles :
Prenez l’habitude, e n travaillant chez vous, de vous con centrer sur une seule
chose à la fois, c’est-à-dire ne pas attaquer un problème ou une dissertation, en
rêvassant à ce que vous pourriez trouver à manger d ans le réfrigérateur ou en
écoutant de la musique.
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devo irs surveillés. Le minutage de chacun des exercices de ce livre est fait en ce
sens. Cependant, cela ne devrait pas, une fois la résolution faite, vous empêcher
d’y réﬂéchir plus calmement aﬁn d e vériﬁer la bonne assimilation du problème.
Si les seuls moments où vous vous pressez sont les contrôles écrits, vous ne
deviendrez jamais rapide.
Essayez de contenir tout votre travail à la maison dans une plage horaire serrée.
Engagez-vous, par exemple, à travailler chez vous tous les jours entre 18 h et
20 h et efforcez-vous de ne jamais déborder (quelle que soit votre charge de
travail). En effet, si l’on ne se donne pas de limite de temps pour accomplir un
travail, on a naturellement tendance à le laisser traîner en longueur et à rêvasser.
L’étroitesse de la plage horaire vous obligera à ne pas vous endormir et à devenir
efﬁcace.
Spécial Baccalauréat
Lisez attentivement l’intégralité de l’énoncé. Cela vous permettra de repérer
l’exercice qui vous semble le plus facile, de manière à commencer par celui-ci.
Lorsque vous commencez un exercice basé sur d es documents, vous devez lis-
ter au brouillon les informations que vous pouvez en tirer et qui vont vous
permettre de résoudre la problématique ainsi que les notions du cours que vous
allez devoir utiliser pour construire votre argumentation. Pour les exercices de
QCM, prenez le temps de bien confronter les différentes propositions aux docu-
ments et à vos connaissances aﬁn de cocher LA bonne réponse.
Si vous êtes habitués à utiliser la méthode du feed-back exposée dans les p re-
mières pages de cet ouvrage, il est bon d’envisager un court feed-back mental
sur les parties du cours concernées par l’épreuve du jour. Si vous êtes nerveux,
cela vous aidera à vous mettre en conﬁance et à « démystiﬁer » l’épreuve, que
vous pourrez aborder avec la même sérénité qu’un devoir surveillé classique.
Il faut absolument soigner la présentation. Au cours de l’année scolaire, vo tre
professeur s’est h abitué à votre style de rédaction, à votre écriture. Il sait ce
que vous valez. Ce n’est pas le cas du correcteur qui lira votre copie. Il n’aura
ni l’indulgence que pourrait avoir votre professeur, ni la patience d’essayer de
vous déchiffrer si votre copie est présentée comme un brouillon. Par conséquent,
il vous faut faire un réel effort de présentation le jour du bac, plus encore que
pendant l’année scolaire : faites systématiquement une introduction qui énonce
clairement la problématique à résoudre, utilisez des termes de transition entre
les informations tirées des documents et vos connaissances. Enﬁn, rédigez une
conclusion répondant à la problématique.
Enﬁn, r elisez-vous. Réservez-vous pour cela le temps nécessaire. Cette relec-
ture doit être très attentive (ce n’est pas toujours facile à l’issue de plus de
trois heures d ’épreuve). Enﬁn, souvenez-vous, si vous manquez de temps pour
tout relire, qu’il vaut mieux une relecture partielle très attentive qu’une relec-
ture « express » en diagonale, totalement inefﬁcace pour détecter les erreurs
résiduelles.
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1
Suites numériques
Plan du chapitre
1. Raisonnement par récurrence
2. Limite d’une suite
1
Raisonnement par récurrence
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul :
n

p=1
1
p(p + 1)
=
n
n +1
.
Exercice type 1 Lycée Notre-Dame de Boulogne, Boulogne-Billancourt
Voir corrigé page 2
Propriété 1 : principe de récurrence
Soit P
n
une propriété dépendant d’un entier naturel n.Si:
pour un entier n
0
, P
n
0
est vraie (initialisation),
pour tout naturel k  n
0
, le fait que P
k
soit vraie implique que P
k+1
est vraie
(hérédité),
alors P
n
est vraie pour tout n supérieur à n
0
.
Remarque : comme P
k
⇒ P
k+1
, on dit que la propriété est héréditaire.
Déﬁnition 1
Une démonstration par récurrence est une démonstration dans laquelle on
utilise le principe de récurrence.
À R ETENIR
Une démonstration par récurrence comporte impérativement deux étapes :
initialisation et hérédité.
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Initialisation : pour n = 1, on a
1

p=1
1
p(p + 1)
=
1
1 × (1 + 1)
=
1
2
et
n
n +1
=
1
1 + 1
=
1
2
. Donc
1

p=1
1
p(p + 1)
=
1
1 + 1
; l’égalité est donc
vraie.
Hérédité : soit k un entier non nul arbitrairement ﬁxé; supposons l’égalité
vraie au rang k :
k

p=1
1
p(p + 1)
=
k
k + 1
.
On veut m ontrer que l’égalité est vraie au rang (k + 1),soit:
k+1

p=1
1
p(p + 1)
=
k + 1
k + 2
.
En utilisant l’hypothèse de récurrence, on a :
k+1

p=1
1
p(p + 1)
=
k

p=1
1
p(p + 1)
+
1
(k + 1)(k + 2)
=
k
k + 1
+
1
(k + 1)(k + 2)
=
k(k + 2) + 1
(k + 1)(k + 2)
=
(k + 1)
2
(k + 1)(k + 2)
=
k + 1
k + 2
.
L’hérédité est alors démontrée.
L’égalité est donc vraie pour tout entier naturel n non nul.
Solution de l’exercice type 1 Lycée Notre-Dame de Boulogne, Boulogne-Billancourt
Voir énoncé page 1
2
Limite d’une suite
Déterminer la limite de la suite (u
n
) dans chacun des cas suivants :
1 Pour tout n de N, u
n
= n −n
2
.
2 Pour tout n de N, u
n
= n

3 − sin(n)

.
3 Pour tout n de N
∗
, u
n
=
1 + cos(n)
n
.
Exercice type 2 Lycée V irlogeux, Riom
Voir corrigé page 7
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3
CORRIGÉS
INTERROS COURS
2.1
Déﬁnitions
Déﬁnition 2 : suite convergente
On dit que la suite (u
n
) converge vers un réel ℓ si tout intervalle ouvert contenant
ℓ contient tous les termes u
n
à p artir d’un certain r a ng :
∀ε>0, ∃ n
0
∈ N, n  n
0
⇒|u
n
− ℓ| <ε.
On écrit alors : lim
n→+∞
u
n
= ℓ.
Remarque :si(u
n
) converge vers ℓ, alors on dit que u
n
tend vers ℓ quand n tend
vers +∞.
Exemple : la suite (u
n
) déﬁnie pour tout entier naturel non nul n par u
n
=
1
n
converge vers 0, car tout intervalle ouvert contenant 0 contient
1
n
à partir d’un
certain rang.
Déﬁnition 3 : limite inﬁnie d’une suite
On dit que la limite de ( u
n
) est +∞ (respectivement −∞) si pour tout réel A,
il existe un entier n
0
tel que, pour tout n  n
0
, u
n
 A (resp. u
n
 A):
∀ A ∈ R, ∃ n
0
∈ N, n  n
0
⇒ u
n
 A (resp. u
n
 A).
Exemple : en posant u
n
= n
2
, quel que soit le réel positif A,sin 
√
A alors
n
2
 A. Donc lim
n→+∞
(u
n
) =+∞.
Déﬁnition 4 : suite divergente
On dit que la suite (u
n
) diverge quand elle ne converge pas.
Exemple : la suite (u
n
) déﬁnie pour tout entier naturel n par u
n
= cos(n) diverge
car ses valeurs varient entre −1et1.
2.2
Des limites de référence
Propriété 2
Soit p un entier strictement positif.
lim
n→+∞
1
n
p
= lim
n→+∞
1
√
n
= 0 ; lim
n→+∞
√
n = lim
n→+∞
n
p
=+∞.
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2.3
Limite et comparaison
2.3.1 - Théorèmes fondamentaux
Théorème 1 : théorème de comparaison
Soient (u
n
) et (v
n
) deux suites, et soit n
0
un entier naturel.
Si, pour tout n  n
0
, v
n
 u
n
avec lim
n→+∞
u
n
=+∞, alors lim
n→+∞
v
n
=+∞.
Si, pour n  n
0
, v
n
 u
n
avec lim
n→+∞
u
n
=−∞, alors lim
n→+∞
v
n
=−∞.
Exemples
Soit (u
n
) une suite telle que pour tout entier naturel n, u
n
 n. Alors, d’après
le théorème de comparaison, lim
n→+∞
u
n
=+∞.
Soit (u
n
) une suite telle que pour tout entier naturel n, u
n
 −n
2
.Alors,
lim
n→+∞
u
n
=−∞.
Théorème 2 : théorème d’encadrement (théorème des gendarmes)
Soient (u
n
), (v
n
) et (w
n
) trois suites, soit ℓ un nombre réel et soit n
0
un entier
naturel. Si, pour tout n  n
0
, v
n
 u
n
 w
n
, et si lim
n→+∞
v
n
= lim
n→+∞
w
n
= ℓ
alors lim
n→+∞
u
n
= ℓ.
Exemple :soit(u
n
) une suite telle que pour tout entier naturel n  1,
1
n
2
 u
n

1
n
.
lim
n→+∞
1
n
= lim
n→+∞
1
n
2
= 0 donc d’après le théorème des gendarmes,
lim
n→+∞
u
n
= 0.
2.3.2 - Comportement à l’inﬁni de (q
n
)
Propriété 3 : inégalité de Bernoulli
Pour tout réel x > −1(x = 0) et pour tout entier naturel n non nul, on a :
(1 + x)
n
> 1 + nx.
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Propriété 4
Soient q un nombre réel et n un entier naturel.
Si q > 1, alors lim
n→+∞
q
n
=+∞.
Si q = 1, alors q
n
= 1.
Si −1 < q < 1, alors lim
n→+∞
q
n
= 0.
Si q < −1, alors (q
n
) n’a pas de limite en +∞.
Propriété 5
Toute suite géométrique de raison q telle que |q| < 1convergevers0.
2.4
Suite majorée ou minorée
Déﬁnitions 5
Une suite (u
n
) est dite majorée s’il existe un réel M tel que :
pour tout n ∈ N, u
n
 M.
Une suite (u
n
) est dite minorée s’il existe un réel m tel que :
pour tout n ∈ N, m  u
n
.
Une suite est dite bornée si elle est majorée et minorée.
Exemple : on co nsidère la suite (u
n
) déﬁnie pour tout entier naturel n non nul par
u
n
= 1 +
1
n
.
Pour tout entier naturel n non nul,
1
n
 1 donc u
n
 1 + 1, soit u
n
 2.
La suite (u
n
) est donc majorée par 2.
De plus,
1
n
> 0 pour tout entier naturel n non nul donc u
n
> 1.
La suite (u
n
) est donc minorée par 1.
La suite (u
n
) est minorée et majorée; elle est donc bornée.
Théorème 3 : théorème de convergence des suites monotones
Toute suite croissante et majorée converge.
Toute suite décroissante et minorée converge.
Toute suite monotone et bornée converge.
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2.5
Opérations et limites
(u
n
) et (v
n
) sont deux suites, ℓ et ℓ
′
représentent des réels.
Dans les tableaux suivants, « F.I. » signiﬁe : « Forme Indéterminée ». Ce sont des
cas où l’on ne peut pas conclure immédiatement quant à la valeur de la limite.
Dans de tels cas, il est nécessaire de transformer l’écriture.
2.5.1 - Somme et produit
lim
n→+∞
u
n
lim
n→+∞
v
n
lim
n→+∞
(u
n
+ v
n
) lim
n→+∞
(u
n
× v
n
)
ℓ ℓ
′
ℓ + ℓ
′
ℓ × ℓ
′
ℓ>0
+∞
−∞
+∞
−∞
+∞
−∞
ℓ<0
+∞
−∞
+∞
−∞
−∞
+∞
0
+∞
−∞
+∞
−∞
F.I.
+∞ +∞ +∞ +∞
+∞ −∞ F.I. −∞
−∞ −∞ −∞ +∞
2.5.2 - Quotient
lim
n→+∞
u
n
lim
n→+∞
v
n
lim
n→+∞

u
n
v
n

ℓ ℓ
′
= 0
ℓ
ℓ
′
ℓ>0
0
+
(0 en restant positif)
0
−
(0 en restant négatif)
+∞
−∞
ℓ<0
0
+
(0 en restant positif)
0
−
(0 en restant négatif)
−∞
+∞
0 0 F.I.
ℓ
+∞
−∞
0
0
+∞ +∞ F.I.
+∞ −∞ F.I.
−∞ −∞ F.I.
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1 lim
n→+∞
n = lim
n→+∞
n
2
=+∞donc lim
n→+∞
(n − n
2
) est une forme
indéterminée du type « ∞−∞».
Pour lever cette indétermination, on factorise par le terme de plus haut
degré, donc ici par n
2
:
u
n
= n
2

1
n
− 1

.
Or, lim
n→+∞
n
2
=+∞et lim
n→+∞

1
n
− 1

=−1.
Ainsi, par produit :
lim
n→+∞
u
n
=−∞.
2 u
n
= n

3 − sin(n)

. Le facteur 3 − sin(n) n ’a pas de limite en +∞.
Cependant, on sait que pour tout entier naturel n :
−1  sin(n)  1 ⇐⇒ −1  −sin(n)  1
⇐⇒ 2  3 − sin(n)  4
⇐⇒ 2n  n

3 − sin(n)


 
u
n
 4n.
Or, lim
n→+∞
2n =+∞et u
n
 2n donc d’après le théorème de
comparaison,
lim
n→+∞
u
n
=+∞.
MÉTH ODE
Dans les situations où interviennent les fonctions sinus et cosinus,
pensez aux encadrements −1  cos(n)  1et−1  sin(n)  1.
3 Pour tout n ∈ N
∗
,
−1  cos(n)  1 ⇐⇒ 0  1 + cos(n)  2
⇐⇒ 0 
1 + cos n
n

2
n
.
Or, lim
n→+∞
2
n
= 0 donc d’après le théorème des gendarmes,
lim
n→+∞
u
n
= 0.
Solution de l’exercice type 2 Lycée V irlogeux, Riom
Voir énoncé page 2
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1
V/F
Suites convergentes
Corrigé
p. 18
10 min
Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes?
1 Une suite monotone et bornée converge.
2 Si la suite (u
n
) converge vers 0 et si la suite (v
n
) est telle que, pour
n  100, v
n
 u
n
, alors la suite (v
n
) converge aussi vers 0.
3 Pour qu’une suite converge, il sufﬁt qu’elle soit décroissante et positive.
4 Si lim
n→+∞
(u
n+1
− u
n
) = 0, alors la suite (u
n
) converge.
2
V/F
Convergence et opérations
Corrigé
p. 18
10 min
Soient (u
n
) et (v
n
) deux suites.
Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes?
1 Si la suite (u
n
+v
n
) convergealors les deux suites (u
n
) et (v
n
) convergent
aussi.
2 Si la suite (u
n
v
n
) converge alors les deux suites (u
n
) et (v
n
) convergent
aussi.
3 Si la suite (u
n
v
n
) converge vers 0 alors l’une au moins des deux suites
(u
n
) ou (v
n
) converge aussi vers 0.
4 Si (u
n
) et (v
n
) convergent vers la même limite ﬁnie L alors il existe un
entier n
0
tel que, pour tout entier n ≥ n
0
, u
n
= v
n
.
3
V/F
Vériﬁcations des connaissances
Corrigé
p. 19
10 min
On considère une suite (u
n
) dont aucun terme n’est nul.
On déﬁnit alors la suite (v
n
) par v
n
=−
2
u
n
.
Pour chaque proposition, dire si elle est vraie ou fausse. Si elle est vraie,
donner une démonstration, et si elle est fausse, donner un contre-exemple.
1 Si (u
n
) est convergente alors (v
n
) est convergente.
2 Si (u
n
) est minorée par 2 alors (v
n
) est minorée par −1.
3 Si (u
n
) est décroissante alors (v
n
) est croissante.
4 Si (u
n
) est divergente alors (v
n
) est convergente de limite nulle.
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4
V/F
Limites
Corrigé
p. 19
10 min
Répondre par vrai ou faux aux afﬁrm ations suivantes en justiﬁant succincte-
ment :
1 lim
n→+∞
2
n
+ 3
3
n
+ 2
=
3
2
.
2 lim
n→+∞
6
√
n −n
√
n +n
= 6.
3 lim
n→+∞
sin(n) − 2n
n +1
= 0.
Démonstrations par récurrence
5 Démonstration par récurrence
Lycée Guy de Maupassant, Fécamp
Corrigé
p. 20
10 min
⋆
On déﬁnit (u
n
)
n∈N
par :
⎧
⎨
⎩
u
0
=−2
u
n+1
=
1
2
u
n
+ 3 , n ∈ N
1 Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u
n
< 6.
2 Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u
n
= 6 −
8
2
n
.
3 En déduire la limite de la suite (u
n
).
6 Terme général d’une suite
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy
Corrigé
p. 20
10 min
⋆
1 On considère la suite déﬁnie par u
0
= 2 et pour tout n ∈ N,
u
n+1
= 2u
n
− n.
Démontrer que pour tout n ∈ N, u
n
= 2
n
+ n + 1.
2 Soit (v
n
) déﬁnie par v
0
= v
1
= 1 et pour tout n ∈ N :
v
n+2
= 5v
n+1
− 6v
n
.
Démontrer que, pour tout n ∈ N,v
n
= 2
n+1
− 3
n
.
7 Suite convergente
Lycée de l’Emperi, Salon-de-Provence
Corrigé
p. 21
30 min
⋆⋆
Soit 0 < k < 1 et la suite (u
n
) déﬁnie par u
0
= 1et:
pour tout n ∈ N, u
n+1
=

1 + k
n

u
n
.
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Démontrer par récurrence que pour tout naturel n  1,
u
n
= (1 + k)

1 + k
2

1 + k
3

···

1 + k
n−1

.
8 Avec une somme
LycéeNotre-DamedeBoulogne
Corrigé
p. 22
15 min
⋆⋆
On considère la suite (u
n
) déﬁnie pour tout entier naturel n  2par:
u
n
=
n −1
4
×

2
3

n
.
On pose : S
n
= u
2
+ u
3
+ u
4
+···+u
n
.
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n  2,
S
n
= 1 −

n
2
+ 1

×

2
3

n
.
9 Somme des carrés des impairs
Lycée Carnot, Paris
Corrigé
p. 23
15 min
⋆⋆
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n  1,
1
2
+ 3
2
+ 5
2
+···+(2n −1)
2
=
1
3
n(4n
2
− 1).
Limites de suites
10 Différence de racines carrées
Lycée Carnot, Dijon
Corrigé
p. 24
10 min
⋆
Soit (u
n
)
n∈N
la suite réelle déﬁnie par : u
n
=
√
n +1 −
√
n.
Calculer lim
n→+∞
(u
n
).
11 Calculs divers de limites
Lycée Carnot, Paris
Corrigé
p. 24
10 min
⋆
Déterminer la limite des suites suivantes :
1 u
n
= (2 − n)(3n +1).
2 v
n
=

2 −
1
3n

(−5n +3).
3 w
n
=
−3n
2
+ 2n − 1
2n
2
+ 3n + 5
.
4 t
n
=
n
3
+ n
2
cos(n)
n
2
− 4
.
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12 Limites de suite
Lycée Henri IV, Paris
Corrigé
p. 25
10 min
⋆
On déﬁnit la suite (u
n
)
n∈N
par :

u
0
= 1
u
n+1
= u
2
n
+ u
n
+ 1, n ∈ N
1 Démontrer que la suite (u
n
)
n∈N
est croissante.
2 En exprimant u
k+1
− u
k
pour 0  k  n, montrer que pour tout n,
u
n
 n +1.
3 Déterminer la limite de (u
n
)
n∈N
.
13 Avec des sinus
Lycée Notre-Dame du Grandchamp, Versailles
Corrigé
p. 26
20 min
⋆
La suite (u
n
) est déﬁnie sur N par u
n
=
2n
2
− 3sin(n)
n
2
+ 1
.
1 Prouver que, pour tout entier naturel n,
2n
2
− 3
n
2
+ 1
 u
n

2n
2
+ 3
n
2
+ 1
.
En déduire la limite de la suite u.
2 (a) Justiﬁer que pour tout entier n aturel n,
−5
n
2
+ 1
 u
n
− 2 
1
n
2
+ 1
.
(b) À p artir de quel rang N est-on certain que pour tout n  N,la
distance entre u
n
et 2 soit inférieure à 10
−3
?
(c) A-t-on pour tout entier n  N, u
n
 2?
14 En utilisant les déﬁnitions
Lycée H oche, Versailles
Corrigé
p. 27
35 min
⋆
1 Voici les déﬁnitions explicites de deux suites :
∀n ∈ N, u
n
=
2n +1
n +2
et v
n
= n
2
+ 3n − 5.
(a) Prouver que (u
n
) tend vers 2 et que (v
n
) tend vers +∞.
(b) À partir de quelle valeur de n peut-on assurer :
que |u
n
− 2| < 10
−4
?
que v
n
> 10
4
?
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2 On déﬁnit les quatre suites (a
n
), (b
n
), (c
n
) et (d
n
) par :
a
n
=

6n +1
2n +3
; b
n
=
n
√
n +2
2n
;
c
n
= n
3
+ (−1)
n
n
2
; d
n
=
n +(−1)
n
2n +(−1)
n
.
Déterminer les limites de ces suites.
15 Raisonnement par l’absurde
LycéeSaint-JosephdeTivoli,Bordeaux
Corrigé
p. 30
10 min
⋆⋆
On co nsidère la suite (u
n
) déﬁnie par u
0
= 3 et, pour tout entier naturel n,
u
n+1
=
√
12 +u
n
. On admet que (u
n
) est minorée par 0.
Démontrer que (u
n
) est strictement croissante sur N.
16 Avec un programme
Lycée Monet, Paris
Corrigé
p. 30
20 min
⋆⋆
On considère la suite u déﬁnie sur N
∗
par :
u
n
=
n

i=1
1
√
i
= 1 +
1
√
2
+···+
1
√
n
.
On se propose d ’étudier le comportement à l’inﬁni de cette suite.
Partie A – Approche à l’aide d’un programme
1 On souhaite écrire un programme en Python permettant de calculer u
n
pour tout entier n  1.
Compléter la fonction suivante de sorte qu’elle renvoie .
def u(n):
terme = 0
for i in range(1,n+1):
terme = terme + ...
print( ... )
2 Exécuter ce programme et donner les valeurs approchées de u
10
, u
20
et u
100
.
3 Conjecturer le comportement à l’inﬁni de la suite u.
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Partie B
1 Soit n un entier, n  1. Justiﬁer que pour tout entier i tel que 1  i  n,
on a :
1
√
i

1
√
n
.
2 En déduire que pour tout entier naturel n  1, u
n

√
n.
3 Déterminer la limite de la suite u.
Études générales
17 Suiterécurrenteetracinecarrée
Lycée Jean-Pierre Vernant, Sèvres
Corrigé
p. 31
15 min
⋆
On considère la suite (u
n
)
n∈N
déﬁnie par u
n+1
=

2 +

u
n

2
et u
0
= 1.
1 Montrer que la suite (v
n
)
n∈N
déﬁnie par v
n
=

u
n

2
est arithmétique de
raison 2.
2 Calculer v
0
, puis v
n
en fonction de n.
En déduire une expression de u
n
en fonction de n.
18 Récurrence, variation et limite
Lycée Carnot, Paris
Corrigé
p. 31
20 min
⋆
On considère la suite (u
n
) déﬁnie par u
0
=−1 et, pour tout entier naturel n,
u
n+1
= 2 −
1
u
n
+ 2
.
1 Calculer u
1
, u
2
et u
3
.
Que peut-on conjecturer sur la monotonie de la suite (u
n
) ?
2 Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n,
0  u
n

√
3.
3 Déterminer le sens de variation de (u
n
).
4 En déduire la convergence de (u
n
).
5 Déterminer alors la limite de la suite.
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19 Somme des inverses des carrés
Lycée H oche, Versailles
Corrigé
p. 33
20 min
⋆
Pour tout n ∈ N
∗
, on pose : u
n
=
n

k=1
1
k
2
.
1 Établir le sens de variation de la suite (u
n
).
2 Démontrer que pour tout p  2,
1
p
2

1
p − 1
−
1
p
.
3 (a) Prouver que pour tout n  1, u
n
 2 −
1
n
, en utilisant la question 2.
(b) Prouver que la suite (u
n
) converge.
(c) En utilisant la calculatrice, donner une valeur approchée à 10
−3
près de u
9
, puis de u
10
.
20 Suite homographique
Lycée Buffon, Paris
Corrigé
p. 34
20 min
⋆
Soit (u
n
)
n∈N
la suite déﬁnie par
⎧
⎨
⎩
u
0
= 2
u
n+1
=
3u
n
− 2
2u
n
− 1
1 (a) Calculer u
1
, u
2
et u
3
.
(b) Démontrer que pour tout n, u
n+1
= 1 +
u
n
− 1
2u
n
− 1
.
(c) En déduire par récurrence qu’on a toujours u
n
> 1 et donc que la
suite (u
n
)
n∈N
est bien déﬁnie pour tout n.
2 Soit (v
n
)
n∈N
la suite déﬁnie pour tout n par : v
n
=
1
u
n
− 1
.
(a) Montrer que (v
n
)
n∈N
est une suite arithmétique.
(b) Écrire v
n
puis u
n
en fonction de n.
21 Suite récurrente particulière
Lycée Notre-Dame de Boulogne, Boulogne-Billancourt
Corrigé
p. 35
25 min
⋆⋆
On considère la suite (u
n
) déﬁnie par u
0
= 1 et pour tout entier naturel n,
u
n+1
=
1
3
u
n
+ n − 2.
1 Calculer u
1
, u
2
et u
3
.
2 (a) Démontrer par récurrence que pour tout entier n  4, u
n
 0.
(b) En déduire que pour tout entier naturel n  5, u
n
 n − 3.
(c) En déduire la limite de (u
n
).
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3 On déﬁnit la suite (v
n
) pour tout entier naturel n par l’égalité :
u
n
=−2u
n
+ 3n −
21
2
.
(a) Démontrer que (v
n
) est une suite géométrique dont on donnera le
premier terme et la raison.
(b) En déduire que pour tout entier naturel n,
u
n
=
25
4

1
3

n
+
3
2
n −
21
4
.
4 Soit la somme S
n
déﬁnie par : S
n
=
n

k=0
u
k
.
Déterminer l’expression de S
n
en fonction de n.
22 Suites imbriquées
Lycée Louis Pasteur, Neuilly-sur-Seine
Corrigé
p. 37
30 min
⋆⋆
Retrouvez le corrigé de cet exercice en vidéo.
Un biologiste étudie les mutations génétiques entre deux types de cellules,
A et B, évoluant d ans un même milieu. Le no mbre total de cellules reste
constant (ni disparition ni création) ; mais d ’un jour à l’autre, 25 % des
cellules d e type A mutent vers des cellules de type B, et réciproquement.
On note a
n
(resp. b
n
) le nombre de cellules de type A (resp. de type B) au bout
de n jours d’observation. Pour tout entier n,onaa
n
+b
n
= 300. Initialement,
a
0
= 100 et b
0
= 200.
1 Justiﬁer que pour tout entier naturel, on a :
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
a
n+1
=
3
4
a
n
+
1
4
b
n
b
n+1
=
1
4
a
n
+
3
4
b
n
2 En déduire que pour tout entier naturel n, a
n+1
= 0,5a
n
+ 75.
3 On pose c
n
= 150 − a
n
pour tout entier naturel n.
(a) Montrer que la suite (c
n
) est géométrique.
(b) Exprimer c
n
en fonction de n.
En déduire que a
n
= 150 − 50 × 0,5
n
.
4 Étudier les variations de chacune des suites (a
n
) et (b
n
).
5 Déterminer la limite de chacune des suites. Interpréter les résultats vis-
à-vis de la situation étudiée par le biologiste.
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23 SuitedeHéron
Lycée Teilhard de Chardin, Saint-Maur-des-fossés
Corrigé
p. 38
30 min
⋆⋆⋆
On considère la suite (u
n
)
n∈N
déﬁnie par u
0
= 3 et, pour tout entier n,
u
n+1
=
1
2

u
n
+
7
u
n

.
On pourra utiliser sans démonstration le fait que pour tout entier n, u
n
> 0.
1 On désigne par f la fonction déﬁnie sur l’intervalle ]0 ;+∞[par :
f (x ) =
1
2

x +
7
x

.
(a) Démontrer que la fonction f admet un minimum.
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u
n

√
7.
2 (a) Soit n un entier naturel quelconque. Étudier le signe de u
n+1
− u
n
.
(b) Pourquoi peut-on en déduire que la suite (u
n
) est convergente?
(c) Déterminer alors sa limite ℓ.
3 Démontrer que, pour tout entier naturel n,
u
n+1
−
√
7 =
1
2
×

u
n
−
√
7

2
u
n
.
4 On déﬁnit la suite (d
n
) par d
0
= 1 et, pour tout entier n aturel n,
d
n+1
=
1
2
d
2
n
.
(a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
u
n
−
√
7  d
n
.
(b) Voici un programme écrit en Python :
def Heron(p):
d,n = 1,0
while d > 10**(-p):
d = 0.5*d*d
n+=1
return n
« Heron(9) » retourne la valeur 5.
Quelle inégalité peut-on en déduire pour d
5
?
Justiﬁer que u
5
est une valeur approchée de
√
7à10
−9
près.
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24 Unehistoiredemoyennes
Lycée La Bruyère, Versailles
Corrigé
p. 40
45 min
⋆⋆⋆
1 On considère le programme suivant, écrit en Python :
def calculs(a,b,N):
u,v,n = a,b,0
while n<N:
n=n+1
u = (a+b)/2
v = ( (a*a + b*b)/2 )**0.5
a,b=u,v
return u,v
Compléter le tableau suivant pour a = 3, b = 7, et N = 2.
Les valeurs seront arrondies au millième.
n a b u v
0 3 7
1
2
Dans la suite, a et b sont deux réels tels que 0 < a < b.
On considère les suites u et v déﬁnies p ar u
0
= a, v
0
= b et, pour tout entier
naturel n :
u
n+1
=
u
n
+ v
n
2
; v
n+1
=

u
2
n
+ v
2
n
2
.
On admet que, pour tout entier naturel n, u
n
> 0etv
n
> 0.
2 Pour un entier n aturel n donné, que représentent les valeurs afﬁchées par
le programme?
3 (a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, v
2
n+1
−u
2
n+1
=

u
n
− v
n
2

2
.
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u
n
 v
n
.
4 (a) Démontrer que la suite (u
n
) est croissante.
(b) Donner le sens de variations de la suite (v
n
).
5 (a) Démontrer que les suites (u
n
) et (v
n
) sont convergentes.
(b) Sans chercher à déterminer les limites d e (u
n
) et (v
n
), montrer que
ces limites sont égales (on pourra utiliser l’expression de u
n+1
en
fonction de u
n
et v
n
).
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1
V/F
Suites convergentes
Énoncé
p. 8
1 Vrai. C’est le théorème de convergence.
2 Faux. Pour prouver cela, il sufﬁt de trouver un contre-exemple. Consi-
dérons la suite (v
n
) déﬁnie pour tout entier naturel n par v
n
= u
n
− 1.
Alors, pour tout entier n, v
n
 u
n
(a fortiori pour n  100).
Si la suite (u
n
) converge vers 0 alors la suite (v
n
) converge vers −1, et
non vers 0.
3 Vrai. Si la suite (u
n
) est positive alors, elle est minorée par 0. De plus,
d’après le théorème de convergence, si (u
n
) est décroissante, alors elle
converge.
4 Faux. Pour le prouver, il sufﬁt de trouver un contre-exemple.
Si u
n
=
√
n alors :
u
n+1
− u
n
=
√
n +1 −
√
n
=
√
n +1 −
√
n
√
n +1 +
√
n

√
n +1 +
√
n

=
1
√
n +1 +
√
n
.
Ainsi, lim
n→+∞
(u
n+1
− u
n
) = 0 et pourtant, lim
n→+∞
u
n
=+∞.
2
V/F
Convergence et opérations
Énoncé
p. 8
1 Faux. Il sufﬁt de considérer les suites de terme général u
n
= n et
v
n
=−n. Leur somme est la suite nulle qui est convergente; cependant,
les deu x su ites (u
n
) et (v
n
) sont divergentes.
2 Faux.Siu
n
= n +1etv
n
=
1
n +1
alors u
n
v
n
= 1 donc la suite (u
n
v
n
)
converge; cependant, la suite (u
n
) ne converge pas.
3 Faux.Eneffet,si

u
n
= 0 pour n pair
u
n
= 1 pour n impair
et

v
n
= 1 pour n pair
v
n
= 0 pour n impair
alors (u
n
v
n
) converge vers 0 (car u
n
v
n
= 0 pour tout entier n) alors que
les suites (u
n
) et (v
n
) ne convergent pas vers 0.
4 Faux. Les suites de terme général
1
n
et
1
n +1
admettent to utes les deux
la même limite ﬁnie L = 0. Cependant, il n’existe aucun entier n tel que
1
n
=
1
n +1
.
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3
V/F
Vériﬁcations des connaissances
Énoncé
p. 8
1 Faux.Siu
n
=
1
n
pour tout n > 0 alors aucun terme de cette suite
n’est nul et (u
n
) converge vers 0. Cependant, (v
n
) tend vers −∞, donc
diverge.
2 Vrai.Eneffet,
u
n
 2 ⇐⇒ 0 <
1
u
n

1
2
par passage à l’inverse
⇐⇒ 0 <
2
u
n
 1 par produit par 2
⇐⇒ −1  −
2
u
n
< 0 en prenant l’opposé des 3 termes
⇐⇒ −1  v
n
< 0.
3 Faux. Reprenons la suite (u
n
) déﬁnie sur N
∗
par u
n
=
1
n
.
Alors v
n
=−2n. (u
n
) est décroissante et (v
n
) aussi.
4 Faux. (u
n
) peut être divergente sans tendre vers l’inﬁni; par exemple, si
u
n
= (−1)
n
, (u
n
) diverg e car elle prend alternativement les valeurs 1
et −1, et (v
n
) diverge aussi car elle prend alternativement les valeurs 2
et −2.
4
V/F
Limites
Énoncé
p. 9
1 Faux. En effet, pour de très grandes valeurs de n,
2
n
+ 3
3
n
+ 2
≈
2
n
3
n
≈

2
3

n
et 0 <
2
3
< 1 donc lim
n→+∞

2
3

n
= 0. Ainsi, lim
n→+∞
2
n
+ 3
3
n
+ 2
= 0.
2 Faux. En effet, pour de très grandes valeurs de n, n >
√
n,etonpeut
alors écrire :
6
√
n −n
√
n +n
≈
−n
n
≈−1 donc lim
n→+∞
6
√
n −n
√
n +n
=−1.
3 Faux. En effet, on peut écrire :
sin(n) − 2n
n +1
=
sin(n)
n +1
−
2n
n +1
.
Or,
lim
n→+∞
sin(n)
n +1
= 0 (théorème des gendarmes);
lim
n→+∞
−2n
n +1
= lim
n→+∞
−2n
n
=−2 (1 est négligeable par rapport à n).
Donc lim
n→+∞
sin(n) − 2n
n +1
=−2.
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5 Démonstration par récurrence
Lycée Guy de Maupassant, Fécamp
Énoncé
p. 9
1 Soit P
n
la propriété déﬁnie par : u
n
< 6.
u
0
=−2 donc u
0
< 6. P
0
est donc vraie.
Supposons que P
k
est vraie pour un k ﬁxé, k  0. Alors ,
u
k
< 6 ⇒
1
2
u
k
< 3 ⇒
1
2
u
k
+ 3 < 6 ,
donc P
k+1
est vraie.
Ainsi, P
0
est vraie et pour k  0, P
k
⇒ P
k+1
.
On en déduit, d’après le principe de récurrence, que P
n
est vraie pour
tout entier naturel n, c’est-à-dire pour tout entier naturel n, u
n
< 6.
2 Soit Q
n
la propriété déﬁnie par : u
n
= 6 −
8
2
n
.
6 −
8
2
0
=−2 = u
0
, donc Q
0
est vraie.
Supposons que Q
k
est vraie pour un k ﬁxé, k  0. Alors ,
u
k
= 6 −
8
2
k
⇒
1
2
u
k
= 3 −
8
2
k+1
⇒
1
2
u
k
+ 3 = 6 −
8
2
k+1
.
Donc Q
k+1
est vraie.
On a donc démontré par récurrence que, pour tout entier naturel n,
u
n
= 6 −
8
2
n
.
3 lim
n→+∞
8
2
n
= 0 donc lim
n→+∞
u
n
= 6.
6 Terme général d’une suite
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy
Énoncé
p. 9
1 Raisonnons par récurrence sur n.
Pour n = 0, on a : 2
n
+ n + 1 = 2
0
+ 0 + 1 = 2 = u
0
.
Supposons la formule vraie pour un entier naturel k arbitrairement ﬁxé.
On calcule :
u
k+1
= 2u
k
− k
= 2(2
k
+ k + 1) − k
= (2
k+1
+ 2k + 2) −k
= 2
k+1
+ k + 2
= 2
k+1
+ (k + 1) + 1.
C’est bien la formule au rang (k + 1).
On a donc prouvé par récurrence que, pour tout entier naturel n,
u
n
= 2
n
+ n + 1.
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2 Nous allons démontrer par récurrence l’assertion :
P(n) :

(∗)v
n
= 2
n+1
− 3
n
et (∗∗)v
n+1
= 2
n+2
− 3
n+1

Pour n = 0, on a 2
n+1
− 3
n
= 2 − 1 = 1 = v
0
d’où (∗).
Enﬁn, 2
n+2
−3
n+1
= 4 −3 = 1 = v
1
qui est (∗∗) :onavériﬁéP(0).
Supposons l’assertion P (k) vraie pour un certain entier naturel k.
On sait déjà : v
k+1
= 2
k+2
−3
k+1
(d’après l’hypothèse de récurrence),
qui est la partie (∗) de l’assertion P(k + 1).
On calcule :
v
k+2
= 5v
k+1
− 6v
k
= 5(2
k+2
− 3
k+1
) − 6(2
k+1
− 3
k
)
= 5 × 2
k+2
− 5 × 3
k+1
− 6 × 2
k+1
+ 6 ×3
k
= 5 × 2
k+2
− 5 × 3
k+1
− 3 × 2
k+2
+ 2 ×3
k+1
= 2 × 2
k+2
− 3 × 3
k+1
= 2
k+3
− 3
k+2
qui est (∗∗) au rang (k + 1). On a ainsi vériﬁé P (k + 1).
On en déduit, d’après le principe de récurrence, que, pour tout entier
naturel n, v
n
= 2
n+1
− 3
n
.
7 Suite convergente
Lycée de l’Emperi, Salon-de-Provence
Énoncé
p. 9
Pour tout n  1, on note P
n
la proposition :
u
n
= (1 + k)

1 + k
2

1 + k
3

···

1 + k
n−1

.
Le m e mbre de droite de l’égalité est :
u
1
= (1 + k
0
)u
0
= 2,
et le membre de gauche est réduit à :
(1 + k
1−1
) = 1 + 1 = 2.
Ainsi, la propriété est vraie pour n = 1.
Supposons que la propriété soit vraie pour un entier p non nul arbitraire-
ment ﬁxé.
On sait par hypothèse que u
p+1
=

1 +k
p

u
p
. On remplace alors u
p
dans
cette expression par sa valeur. Il vient :
u
p+1
=

1 + k
p

1 + k

1 + k
2

1 + k
3

···

1 + k
p−1

.
Donc P
p
⇒ P
p+1
.
Par conséquent, pour tout entier n  1, P
n
est vraie.
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8 Avec une somme
LycéeNotre-DamedeBoulogne
Énoncé
p. 10
Posons :
P
n
: S
n
= 1 −

n
2
+ 1

×

2
3

n
.
Démontrons par récurrence que cette égalité est vraie pour tout entier naturel
n  2.
Initialisation : pour n = 2, S
2
= u
2
=
2 − 1
4
×

2
3

2
=
1
4
×
4
9
=
1
9
.
De plus, 1 −

n
2
+ 1

×

2
3

n
= 1 −

2
2
+ 1

×

2
3

2
= 1 −
8
9
=
1
9
.
Ainsi, P
2
est vraie.
Hérédité : supposons que pour un entier k ﬁxé, P
k
soit vraie, c’est-à-dire
que :
S
k
= 1 −

k
2
+ 1

×

2
3

k
.
C’est notre hypothèse de récurrence (HR).
Démontrons alors que P
k+1
l’est aussi, c’est-à-dire que :
S
k+1
= 1 −

k + 1
2
+ 1

×

2
3

k+1
= 1 −

k + 3
2

×

2
3

k+1
.
On a :
S
k+1
= u
2
+ u
3
+···+u
k
+ u
k+1
= S
k
+ u
k+1
= 1 −

k
2
+ 1

×

2
3

k
+ u
k+1
d’après (HR)
= 1 −

k
2
+ 1

×

2
3

k
+
k
4
×

2
3

k+1

 
u
k+1
Nous allons mettre maintenant

2
3

k+1
en facteur dans les deux derniers
termes :
= 1 −

k
2
+ 1

3
2
−
k
4

2
3

k+1
= 1 −

k + 3
2

2
3

k+1
.
L’hérédité est alors démontrée.
Par conséquent, P
n
est vraie pour tout entier naturel n  2.
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9 Somme des carrés des impairs
Lycée Carnot, Paris
Énoncé
p. 10
Posons :
P
n
: 1
2
+ 3
2
+ 5
2
+···+(2n −1)
2
=
1
3
n(4n
2
− 1).
Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie pour n  1.
Initialisation : pour n = 1, le membre de gauche de l’égalité est réduit à
1
2
= 1. Celui de droite vaut :
1
3
×1 × (4 × 1
2
− 1) =
1
3
× 3 = 1.
Les deux membres sont donc égaux. L’initialisation est alors faite.
Hérédité : supposons que pour un entier k ﬁxé, P
k
soit vraie. Ainsi :
1
2
+ 3
2
+ 5
2
+···+(2k − 1)
2
=
1
3
k(4k
2
− 1).
C’est notre hypothèse de récurrence (HR).
On souhaite démontrer alors que P
k+1
l’est aussi, donc que :
1
2
+3
2
+5
2
+···+(2k+1)
2
=
1
3
(k+1 )

4(k+ 1)
2
−1

=
1
3
(4k
3
+12k
2
+11k+3).
On a :
1
2
+ 3
2
+ 5
2
+···+(2k + 1)
2
= 1
2
+ 3
2
+ 5
2
+···+(2k − 1)
2
+ (2k + 1)
2
=
1
3
k(4k
2
− 1) + (2k + 1)
2
d’après (HR)
=
1
3
k(2k − 1)(2 k + 1) + (2k + 1)
2
=

1
3
k(2k − 1) + (2k + 1)

(2k + 1)
=
1
3
(2k
2
+ 5k + 3)(2k + 1)
=
1
3
(4k
3
+ 12k
2
+ 11k + 3).
L’hérédité est alors vériﬁée.
Ainsi, P
n
est vraie pour tout entier naturel n  1.
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10 Différence de racines carrées
Lycée Carnot, Dijon
Énoncé
p. 10
Pour tout entier naturel n,ona:
u
n
=
√
n +1 −
√
n
=
√
n +1 −
√
n
√
n +1 +
√
n

√
n +
√
n +1
=
1
√
n +
√
n +1
.
Or, lim
n→+∞

√
n +
√
n +1

=+∞, donc lim
n→+∞
1
√
n +
√
n +1
= 0.
Par conséquent, lim
n→+∞
(u
n
) = 0.
MÉTHODE : expression conjuguée
Quand nous avons multiplié
√
n +1 −
√
n par
√
n +1 +
√
n, nous avons
multiplié par l’expression conjuguée de u
n
.
Lorsque l’on doit calculer la limite d’une différence avec au moins une
racine carrée, cette technique peut lever l’indétermination initiale.
11 Calculs divers de limites
Lycée Carnot, Paris
Énoncé
p. 10
1 u
n
= (2 − n)(3n +1).
lim
n→+∞
(2 − n) =−∞et lim
n→+∞
(3n + 1) =+∞.
Ainsi, par produit, lim
n→+∞
(u
n
) =−∞.
2 v
n
=

2 −
1
3n

(−5n +3).
lim
n→+∞
1
3n
= 0 donc lim
n→+∞

2 −
1
3n

= 2, et lim
n→+∞
(−5n +3) =−∞.
Ainsi, par produit, lim
n→+∞
(v
n
) =−∞.
3 w
n
=
−3n
2
+ 2n − 1
2n
2
+ 3n + 5
=


n
2

−3 +
2
n
−
1
n
2



n
2

2 +
3
n
+
5
n
2

pour n = 0.
Or, lim
n→+∞
1
n
p
= 0 pour p ∈ N
∗
donc, par quotient, lim
n→+∞
(w
n
) =
−3
2
.
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4 t
n
=
n
3
+ n
2
cos(n)
n
2
− 4
=
n
3

1 +
cos(n)
n

n
2

1 −
4
n
2

=
n

1 +
cos(n)
n

1 −
4
n
2
, pour n = 0.
Pour tout entier naturel n non nul,
−1  cos(n)  1 donc −
1
n

cos(n)
n

1
n
.
Or, lim
n→+∞
1
n
= 0 donc d’après le théorème des gendarmes,
lim
n→+∞
cos(n)
n
= 0.
On en déduit alors que :
lim
n→+∞
n

1 +
cos(n)
n

1 −
4
n
2
= lim
n→+∞
n
(
1 + 0
)
1 − 0
=+∞.
Ainsi, lim
n→+∞
(t
n
) =+∞.
12 Limites de suite
Lycée Henri IV, Paris
Énoncé
p. 11
1 Pour tout entier naturel n,ona u
n+1
− u
n
= u
2
n
+ 1 > 0.
Donc (u
n
) est strictement croissante.
2 Pour tout entier n  0:
⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩
u
n
− u
n−1
= u
2
n−1
+ 1  1
u
n−1
− u
n−2
= u
2
n−2
+ 1  1
.
.
.
.
.
.
u
2
− u
1
= u
2
1
+ 1  1
u
1
− u
0
= u
2
0
+ 1  1
En sommant membre à membre et après simpliﬁcation, il vient :
u
n
− u
0
 n, soit : u
n
 n +1.
3 lim
n→+∞
(
n +1
)
=+∞donc, d’après le théorème de comparaison,
lim
n→+∞
u
n
=+∞.
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13 Avec des sinus
Lycée Notre-Dame du Grandchamp, Versailles
Énoncé
p. 11
1 On sait que : −1  sin(n)  1, quelle que soit la valeur de n.
Donc, pour tout n ∈ N :
−3  −3sin(n)  3 (par produit par −3 en inversant les bornes) ,
d’où :
2n
2
−3  2n
2
−3sin(n)  2n
2
+3 (en ajoutant 2n
2
aux trois nombres).
On a donc, en divisant l’encadrement précédent par le réel strictement
positif n
2
+ 1, pour tout n ∈ N :
2n
2
− 3
n
2
+ 1
 u
n

2n
2
+ 3
n
2
+ 1
.
Pour tout n ∈ N
∗
,
2n
2
− 3
n
2
+ 1
=
2n
2

1 −
3
2n
2

n
2

1 +
1
n
2

= 2
1 −
3
2n
2
1 +
1
n
2
.
Or, lim
n→+∞
1
n
2
= 0 donc, par produit et somme, lim
n→+∞

1 −
3
2n
2

= 1.
De même, lim
n→+∞

1 +
1
n
2

= 1.
D’où, par quotient et produit, lim
n→+∞
2n
2
− 3
n
2
+ 1
= 2.
Par un p rocédé analogue, on a : lim
n→+∞
2n
2
+ 3
n
2
+ 1
= 2.
Donc, e n utilisant le théorème des gendarmes, lim
n→+∞
u
n
= 2.
2 (a) On sait que pour tout n ∈ N :
2n
2
− 3
n
2
+ 1
 u
n

2n
2
+ 3
n
2
+ 1
.
Donc, pour tout n ∈ N,
2n
2
− 3
n
2
+ 1
− 2  u
n
− 2 
2n
2
+ 3
n
2
+ 1
− 2.
En s’aidant de ce qui a été fait dans la question 1, on a pour tout
n ∈ N :
−5
n
2
+ 1
 u
n
− 2 
1
n
2
+ 1
.
(b) Si u
n
− 2 > 0, |u
n
− 2|=u
n
− 2 et donc |u
n
− 2| 




1
n
2
+ 1




.
Si u
n
−2 < 0, |u
n
−2|=−(u
n
−2) et donc |u
n
−2| 
5
n
2
+ 1
(on
prend les opposés des deux expressions de gauche dans la double
inégalité ci-dessus).
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De plus,
5
n
2
+ 1
>
1
n
2
+ 1
donc si on choisit n tel que
5
n
2
+ 1
soit
inférieur à 10
−3
, o n sera sûr que la distance de u
n
à 2 sera aussi
inférieure à 10
−3
.
5
n
2
+ 1
< 10
−3
⇔ n
2
+ 1 > 5 000 ⇔ n
2
> 4 999.
n étant u n entier positif, on a donc n >
√
4 999; or,
√
4 999 ≈ 70,7
à10
−1
près. Il faut donc prendre n  71.
(c) u
n
 2 ⇐⇒ u
n
− 2  0
⇐⇒
2n
2
− 3sin(n)
n
2
+ 1
− 2  0
⇐⇒
−3sin(n) −2
n
2
+ 1
 0
⇐⇒ −3sin(n) − 2  0
⇐⇒ sin(n)  −
2
3
.
Il existe donc des valeurs de n pour lesquelles u
n
> 2 : celles pour
lesquelles −1  sin(n)<−
2
3
.
14 En utilisant les déﬁnitions
Lycée H oche, Versailles
Énoncé
p. 11
1 (a) lim
n→+∞
(2n + 1) = lim
n→+∞
(n + 2) =+∞donc lim
n→+∞
u
n
mène à
une forme indéterminée du type «
∞
∞
».
MÉTH ODE
Pour lever une indétermination du type «
∞
∞
», on factorise
le numérateur et le dénominateur par leur terme de plus haut
degré respectif.
On modiﬁe donc l’écriture de u
n
pour tout n ∈ N
∗
:
u
n
=
✁
n

2 +
1
n

✁
n

1 +
2
n

=
2 +
1
n
1 +
2
n
.
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Or, lim
n→+∞

2 +
1
n

= 2 et lim
n→+∞

1 +
2
n

= 1 donc :
lim
n→+∞
u
n
= 2.
∀n ∈ N
∗
,v
n
= n
2

1 +
3
n
−
5
n
2

.
Or, lim
n→+∞
3
n
= lim
n→+∞
5
n
2
= 0 et lim
n→+∞
n
2
=+∞donc :
lim
n→+∞
v
n
=+∞.
(b)
|u
n
− 2| < 10
−4
⇐⇒




2n +1
n +2
− 2




< 10
−4
⇐⇒




−
3
n +2




< 10
−4
⇐⇒
3
n +2
< 10
−4
⇐⇒ n + 2 >
3
10
−4
⇐⇒ n > 30 000 − 2
⇐⇒ n > 29 998.
Donc on a |u
n
− 2| < 10
−4
à partir de n = 29 999.
v
n
> 10
4
⇐⇒ n
2
+ 3n − 5 > 10
4
⇐⇒ n
2
+ 3n − 5 − 10
4
> 0.
 = 40 029. Donc n
2
+ 3n − 5 − 10
4
> 0 pour n supérieur à la
plus grande des racines, qui vaut environ 98,5.
Donc, la première valeur de n pour laquelle v
n
> 10
4
est n = 99.
2 Pour tout n ∈ N
∗
,ona:
6n + 1
2n + 3
=
6n

1 +
1
6n

2n

1 +
3
2n

= 3

1 +
1
6n
1 +
3
2n

.
Or, lim
n→+∞
1
6n
= lim
n→+∞
3
2n
= 0 donc :
lim
n→+∞
6n + 1
2n + 3
= 3.
Par conséquent,
lim
n→+∞
a
n
=
√
3.
On a, pour tout n ∈ N :
b
n
=
n
√
n +2
2n
=
n
√
n
2n
+
2
2n
=
√
n
2
+
1
n
.
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Or, lim
n→+∞
1
n
= 0 et lim
n→+∞
√
n
2
=+∞donc, par somme,
lim
n→+∞
b
n
=+∞.
On peut écrire que pour tout entier naturel n,
−1  (−1)
n
 1
donc
n
3
− n
2
 c
n
 n
3
+ n
2
.
En particu lier,
c
n
 n
2
(n −1).
Or, lim
n→+∞
n
2
(n −1) =+∞donc d’après le théorème de comparaison,
lim
n→+∞
c
n
=+∞.
Pour tout entier n  1,
n −1  n + (−1)
n
 n + 1et2n − 1  2n + (−1)
n
 2n + 1 ,
donc :
1
2n +1

1
2n +(−1)
n

1
2n − 1
(par passage à l’inverse) ,
d’où :
n −1
2n +1
 d
n

n +1
2n −1
(par produit de réels positifs).
De plus, pour tout entier n  1, on a :
n −1
2n +1
=
n

1 −
1
n

2n

1 +
1
2n

=
1
2
×
1 −
1
n
1 +
1
2n
.
Or, lim
n→+∞
1
n
= 0 donc :
lim
n→+∞

1 −
1
n

= 1 , lim
n→+∞

1 +
1
2n

= 1 et lim
n→+∞
n −1
2n +1
=
1
2
.
De même,
n +1
2n −1
=
n

1 +
1
n

2n

1 −
1
2n

=
1
2
×
1 +
1
n
1 −
1
2n
,
ce qui donne, d’une façon analogue, lim
n→+∞
n +1
2n −1
=
1
2
.
Ainsi, d’après le théorème des gendarmes, lim
n→+∞
d
n
=
1
2
.
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15 Raisonnement par l’absurde
LycéeSaint-JosephdeTivoli,Bordeaux
Énoncé
p. 12
Nous allons, comme le titre de l’exercice le suggère, faire un raisonnement
par l’absurde pour démontrer que (u
n
) est strictement croissante.
MÉTH ODE
Un raisonnement par l’absurde consiste à supposer que ce que l’on
souhaite démontrer est faux pour arriver à une contradiction.
Supposons donc que (u
n
) est décroissante.
Dans ce cas, comme elle est minorée par 0, elle converge(d’après le théorème
de convergence des suites m onotones). Notons alors ℓ sa limite.
Ainsi, comme u
n+1
=
√
12 + u
n
, ℓ vériﬁe nécessairement l’équation :
ℓ =
√
12 + ℓ ⇐⇒ ℓ
2
= 12 + ℓ ⇐⇒ ℓ
2
− ℓ − 12 = 0 ,
dont les solutions sont −3et4.Ainsi,(u
n
) converge vers −3ouvers4.
Or, par hypothèse, comme (u
n
) est minorée par 0 et décroissante,
0  u
n
 u
0
= 3 donc ℓ =−3etℓ = 4. Il y a alors une contradiction.
Ainsi, l’hypothèse selon laquelle (u
n
) est décroissante est fausse.
On en déduit alors que (u
n
) est strictement croissante.
16 Avec un programme
Lycée Monet, Paris
Énoncé
p. 12
Partie A – Approche à l’aide d’un algorithme
1
Programme complété
def u(n):
terme = 0
for i in range(1,n+1):
terme = terme + 1/(i**0.5)
print( terme )
2 On obtient u
10
≈ 5,021, u
20
≈ 7,595, et u
100
≈ 18,590 à 10
−3
près.
3 À la vue de ces valeurs, on peut penser que la suite tend vers +∞.
Partie B
1 1  i  n ⇒
√
1 
√
i 
√
n car la fonction racine carrée est croissante sur R
+
⇒
1
√
n

1
√
i
car la fonction inverse est décroissante sur R
∗
+
.
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2 u
n
=
n

i=1
1
√
i
= 1 +
1
√
2
+···+
1
√
n
.
Ainsi, d’après la question précédente,
u
n

n

i=1
1
√
n
soit :
u
n
 n ×
1
√
n
.
On a donc bien u
n

√
n.
3 lim
n→+∞
√
n =+∞donc par comparaison, lim
n→+∞
u
n
=+∞.
17 Suiterécurrenteetracinecarrée
Lycée Jean-Pierre Vernant, Sèvres
Énoncé
p. 13
1 Pour tout entier naturel n,
v
n+1
=

u
n+1

2
= 2 +

u
n

2
= 2 + v
n
.
La suite (v
n
) est donc une suite arithmétique de raison r = 2.
2 v
0
=

u
0

2
= 1. La suite (v
n
) étant arithmétique, d’après le cours, pour
tout entier naturel n,:
v
n
= v
0
+ nr = 1 + 2n.
v
n
=

u
n

2
donc u
n
=
√
v
n
(en effet, u
n
 0 puisque les termes sont
déﬁnis par une racine carrée dans la relation de récurrence, et u
0
> 0).
Par conséquent, u
n
=
√
1 + 2n pour tout entier naturel n.
18 Récurrence, variation et limite
Lycée Carnot, Paris
Énoncé
p. 13
1 u
1
= 2 −
1
u
0
+ 2
= 2 −
1
−1 + 2
= 1.
u
2
= 2 −
1
u
1
+ 2
= 2 −
1
1 + 2
=
5
3
≈ 1,67.
u
3
= 2 −
1
u
2
+ 2
= 2 −
1
5
3
+ 2
=
19
11
≈ 1,73.
On peut alors conjecturer que (u
n
) est croissante.
2 Montrons par récurrence que pour tout n = 0, 0  u
n

√
3.
Initialisation : u
1
= 1 donc 0  u
1

√
3.
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Hérédité : supposons que pour un entier k ﬁxé, 0  u
k

√
3.
0  u
k

√
3 =⇒ 2  u
k
+ 2 
√
3 + 2
=⇒
1
√
3 + 2

1
u
k
+ 2

1
2
=⇒ −
1
2
 −
1
u
k
+ 2
 −
1
√
3 + 2
=⇒ 2 −
1
2
 2 −
1
u
k
+ 2
 2 −
1
√
3 + 2
=⇒ 0 <
3
2
 u
k+1

√
3.
L’hérédité est alors vériﬁée.
Ainsi, pour tout entier naturel non nul n,0 u
n

√
3.
3 Pour tout entier naturel n,
u
n+1
− u
n
= 2 −
1
u
n
+ 2
− u
n
=
2u
n
+ 4 − 1 − u
2
n
− 2u
n
u
n
+ 2
=
3 − u
2
n
u
n
+ 2
> 0
Or, d’après la question précédente, 0  u
n

√
3 donc

3 − u
2
n
 0
u
n
+ 2 > 0
.
Par conséquent, (u
n
) est croissante.
4 (u
n
) est croissante et majorée. Donc, d’après le théorème de conver-
gence des suites monotones, elle converge.
5 Notons ℓ = lim
n→+∞
(u
n
). Pour tout entier naturel n, u
n+1
= 2 −
1
u
n
+ 2
donc ℓ vériﬁe l’équation :
ℓ = 2 −
1
ℓ + 2
⇐⇒ ℓ − 2 =−
1
ℓ + 2
⇐⇒ (2 − ℓ)(ℓ + 2) = 1
⇐⇒ −ℓ
2
=−3
⇐⇒ ℓ =−
√
3ouℓ =
√
3.
0  u
n

√
3 donc 0  ℓ 
√
3.
Par conséquent, lim
n→+∞
(u
n
) =
√
3.
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19 Somme des inverses des carrés
Lycée H oche, Versailles
Énoncé
p. 14
1 Pour tout n ∈ N
∗
,
u
n+1
− u
n
=
n+1

k=1
1
k
2
−
n

k=1
1
k
2
=
1
(n +1)
2
> 0.
La suite est donc croissante.
2 Pour tout p  2,
1
p − 1
−
1
p
=
p − ( p − 1)
p(p − 1)
=
1
p
2
− p
.
Or, p
2
− p < p
2
donc
1
p
2
− p
>
1
p
2
.
On a donc bien
1
p
2

1
p − 1
−
1
p
.
3 (a) u
n
=
n

k=1
1
k
2
= 1 +
n

k=2
1
k
2
donc, d’après la question 2,
u
n
 1 +
n

k=2

1
k − 1
−
1
k

.
Or,
n

k=2

1
k − 1
−
1
k

=

1
−
1
2

+

1
2
−
1
3

+

1
3
−
1
4

+···
+

1
n −2
−
1
n −1

+

1
n −1
−
1
n

= 1 −
1
n
.
Ainsi, u
n
 1 +

1 −
1
n

,soit:
u
n
 2 −
1
n
.
(b) La suite est croissante (question 1) et m ajorée par 2 (question 2a),
donc elle converge.
(c) u
9
≈ 1,540 et u
10
≈ 1,550.
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20 Suite homographique
Lycée Buffon, Paris
Énoncé
p. 14
1 (a) u
1
=
4
3
, u
2
=
6
5
et u
3
=
8
7
.
(b) Pour tout entier naturel n,ona:
1 +
u
n
− 1
2u
n
− 1
=
(2u
n
− 1) + (u
n
− 1)
2u
n
− 1
=
3u
n
− 2
2u
n
− 1
= u
n+1
.
(c) Soit P
n
la propriété déﬁnie par : « u
n
> 1».
u
0
= 2 donc u
0
> 1. P
0
est donc vraie.
Supposons que P
k
soit vraie au rang k  0.
Alors, 2u
k
− 1 > 0etu
k
− 1 > 0, d’où
u
k
− 1
2u
k
− 1
> 0, et donc :
u
k+1
= 1 +
u
k
− 1
2u
k
− 1
> 1.
P
k+1
est donc vraie.
Donc, pour tout entier naturel n, P
n
est vraie.
Alors, pour tout entier naturel n, u
n
> 1 >
1
2
.
Comme, pour tout entier naturel n, u
n
>
1
2
, il en résulte que 2u
n
−1
est non nul et la suite (u
n
)
n∈N
est donc bien déﬁnie pour tout n.
2 (a) Remarquons d’abord que, d’après la question précédente, pour tout
n, u
n
= 1; la suite (v
n
) est donc bien déﬁnie.
Pour tout entier naturel n on a :
v
n+1
=
1
u
n+1
− 1
=
1
3u
n
−2
2u
n
−1
−
2u
n
−1
2u
n
−1
=
1
3u
n
−2−(2u
n
−1)
2u
n
−1
=
2u
n
− 1
u
n
− 1
.
D’où :
v
n+1
− v
n
=
2u
n
− 1
u
n
− 1
−
1
u
n
− 1
=
2(u
n
− 1)
u
n
− 1
= 2 .
La suite (v
n
) est donc une suite arithmétique de raison 2.
(b) On calcule v
0
=
1
2 − 1
= 1. Alors pour tout entier naturel n :
v
n
= 1 + 2n et u
n
=
1
v
n
+ 1 =
1 + v
n
v
n
=
2n + 2
2n + 1
.
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!
ATTENTION
Avant de travailler sur une suite, il faut toujours s’assurer (même si
l’énoncé ne le précise pas) qu’elle est b ien déﬁnie. Dans cet exercice,
il est nécessaire, pour que la suite (u
n
) soit bien déﬁnie, que tous
les termes de la suite soient différents de
1
2
. En général, une telle
propriété se prouve en minorant ou en majorant les termes de la suite
et se démontre par récurrence.
21 Suite récurrente particulière
Lycée Notre-Dame de Boulogne, Boulogne-Billancourt
Énoncé
p. 14
1 u
1
= u
0+1
=
1
3
u
0
+ 0 − 2 =
1
3
− 2 =−
5
3
.
u
2
= u
1+1
=
1
3
u
1
+ 1 − 2 =
1
3
×

−
5
3

− 1 =−
14
9
.
u
3
= u
2+1
=
1
3
u
2
+ 2 − 2 =−
14
27
.
2 (a) Montrons par récurrence que pour n  4, u
n
 0.
Initialisation : u
4
=
1
3
u
3
+ 3 − 2 =−
14
81
+ 1 =
67
81
 0.
Hérédité : supposons que pour un entier k  ﬁxé, u
k
 0.
On souhaite alors démontrer que u
k+1
 0, soit
1
3
u
k
+k −2  0.
k  4 donc k − 2  2. Or, par hypothèse de récurrence, u
k
 0,
donc
1
3
u
k
 0et
1
3
u
k
+k −2  2  0. Par conséquent, u
k+1
 0.
L’hérédité est alors vériﬁée.
Ainsi, pour tout entier naturel n  4, u
n
 0.
(b) On déduit de la question précédente que pour tout entier naturel
m  4, u
m
 0 donc u
m+1
 0 + m − 2.
En posant n = m +1, on déduit que pour tout entier naturel n  5,
u
n
 (n −1) − 2, soit u
n
 n −3.
(c) lim
n→+∞
(n −3) =+∞et n  4 ⇒ u
n
 n −3.
Ainsi, d’après le théorème de comparaison, lim
n→+∞
(u
n
) =+∞.




[image: ]CORRIGÉS
36
3 (a) Pour tout entier naturel n,
v
n+1
=−2u
n+1
+ 3(n + 1) −
21
2
=−2

1
3
u
n
+ n − 2

+ 3(n + 1) −
21
2
=−
2
3
u
n
− 2n + 4 + 3n + 3 −
21
2
=−
2
3
u
n
+ n −
7
2
=
1
3

−2u
n
+ 3n −
21
2

=
1
3
v
n
.
La suite (v
n
) est donc une suite géométrique de raison q =
1
3
et de
premier terme :
v
0
=−2u
0
+ 3 ×0 −
21
2
=−
25
2
.
(b) De la question précédente, on peut déduire que v
n
= v
0
× q
n
pour
tout entier naturel n, donc v
n
=−
25
2

1
3

n
.
Or, v
n
=−2u
n
+ 3n −
21
2
donc u
n
=
1
2

v
n
− 3n +
21
2

.En
remplaçant v
n
par l’expression trouvée précédemment, on obtient :
u
n
=
25
4

1
3

n
+
3
2
n −
21
4
.
4 S
n
=
n

k=0
u
k
=
n

k=0

25
4

1
3

k
+
3
2
k −
21
4

=
25
4
n

k=0

1
3

k
+
3
2
n

k=0
k −
21
4
×
n

k=0
1


(n+1) termes
=
25
4
×
1 −

1
3

n+1
1 −
1
3
+
3
2
×
n(n +1)
2
−
21
4
(n +1)
=
75
8

1 −
1
3
n+1

+
3
4
(n
2
+ n) −
21
4
n −
21
4
S
n
=
3
4
n
2
−
9
2
n +
33
8
−
75
8 × 3
n+1
.
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n—-+oo n—>+o0

2 <
Si, pour tout entier n > no, up < vp et lim u, = 400, alors lim v, = +o0.
n—>+o00 n—>+o00

e Théoréeme des gendarmes

Si, pour tout entier n > ng, v, < u, < wy et lim
n—

alors lim wu, = £, ol £ est un réel.
n—+00

e Limites de ¢"

vy, = lim w, =4,
+00 n—>+00

g<-1 lgl <1

g=1 qg>1

n—+o00 n—+o00

e Théoréme de convergence

Toute suite croissante et majorée converge.
Toute suite décroissante et minorée converge.
Toute suite monotone et bornée converge.

e Formes indéterminées

e Asymptotes

A Asymptote horizontale
d’équation y = b

I

o y=b X
>

¥ » =/x)

Asymptote verticale
d’équation x = a

O| a

i £ =0

lim f(x) =400
x—>a
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1

1 1 1
« Initialisation : pour n = 1, on a _ . = _ et

P ;p(wl) T>a+D ~ 2

1
n 1 1 1 1

= —— = =. D ——— = ——; I’égalité est d

= TE =5 oncPZ::lp(p_'_l) T & 1 i et oo

vraie.

* Hérédité : soit k un entier non nul arbitrairement fixé ; supposons I’égalité

vraie au rang k :
k

1 k
,,Z::I Pp+D kAT
On veut montrer que 1’égalité est vraie au rang (k + 1), soit :
k+1 1 k+1
,,Z::I pp+D k2

En utilisant I’hypothése de récurrence, on a :

k+1 1 k 1 , 1
‘,Z::Ip(pﬂ) ;p(p+1) Ck+D(k+2)
_ kK 1

BV ES R )
k(k+2)+1 (k+1)?
k+Dk+2)  (+Dk+2)
k+1

-

L’hérédité est alors démontrée.

L’égalité est donc vraie pour tout entier naturel n non nul.

(i)

£ Limite d’une suite

Exercice type 2

Déterminer la limite de la suite (u,) dans chacun des cas suivants :
n Pour toutn de N, u, =n — n?.

El Pourtoutn deN, u, = n[3 — sin(n)].

1 + cos(n)

a Pour tout n de N*, u, =
n

Voir corrigé page 7
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n On définit la suite (v,) pour tout entier naturel n par ’égalité :
21
uy = —2u, +3n — >
(a) Démontrer que (v,) est une suite géométrique dont on donnera le
premier terme et la raison.
(b) En déduire que pour tout entier naturel n,
25 (1)" 4 3 21
Up =—\ 3 —n— —.
T4 \3 2 4

i
3 Soit la somme S, définie par : S, = Z .
=0

Déterminer I’expression de S, en fonction de n. 8

(-]

-]

. . R o | @ Corrigé =

m Suites imbriquées ** r,?"mm\ 0.3 \ =
Lycée Louis Pasteur, Neuilly-sur-Seine

Retrouvez le corrigé de cet exercice en vidéo.

Un biologiste étudie les mutations génétiques entre deux types de cellules,
A et B, évoluant dans un méme milieu. Le nombre total de cellules reste
constant (ni disparition ni création) ; mais d’un jour a 'autre, 25% des
cellules de type A mutent vers des cellules de type B, et réciproquement.

CORRIGES

On note ay, (resp. by,) le nombre de cellules de type A (resp. de type B) au bout
de n jours d’observation. Pour tout entier n, on a a, + b, = 300. Initialement,
ap = 100 et bg = 200.

n Justifier que pour tout entier naturel, on a :

3 1
ant1 = 7dn + an

1 3
bay1 = 7ot an

En déduire que pour tout entier naturel n, a,41 = 0,5a, +75.

On pose ¢, = 150 — a,, pour tout entier naturel n.
(a) Montrer que la suite (c,) est géométrique.
(b) Exprimer ¢, en fonction de n.

En déduire que a, = 150 — 50 x 0,5".

Ftudier les variations de chacune des suites (a,) et (by).

Déterminer la limite de chacune des suites. Interpréter les résultats vis-
a-vis de la situation étudiée par le biologiste.
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BT bifférence de racines carrées | ©en
Lycée Carnot, Dijon

Pour tout entier naturel n, ona :

By b Lo

 (WnFI= ) (Var 1+ )
NZERVZES

1

N ESN

Or, n_l:TN (Vn +~/m+T) = +o0, donc n_l:Tw T «/F

Par conséquent, lim (u,) = 0.
n—-+oo

© METHODE : expression conjuguée
Quand nous avons multiplié v/n + T — /n par /n + 14 /n, nous avons

multiplié par I’ expression conjuguée de u,.

Lorsque I’on doit calculer la limite d’une différence avec au moins une
racine carrée, cette technique peut lever I’indétermination initiale.

m Calculs divers de limites ol
Lycée Carnot, Paris
b w=0C-nGn+).
lim (2—n)=—ocoet n_lilllm(3n + 1) = 4o0.

n—>+00
Ainsi, par produit, n_l}lil@(u,;) = —00.
1
B w=(2-5)C5n+3.
. 1 . .
lim — =0donc lim —— ) =2et lim (—5n+3)=—
n—+oo 3n n—+oo n—+oo

Ainsi, par prodult hm (u )=
—3n%+2n— 1 /(—3+% —;li)
2n2 +3n+5 /(H%Jr%)
n
=3

1
Ol', n lim _nP =0 pour p € N donc, par quotient, n lim (Wn) = —2 .

A v

pour n # 0.
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. B an Corrigé
m Somme des inverses des carrés * < 20min °p‘ i \
Lycée Hoche, Versailles
1
Pour tout n € N*, on pose : u, = Z 2
k=1
n Etablir le sens de variation de la suite (u,,).

1 1 1
Démontrer que pour tout p > 2, — < —— — —.
B pr o p-1 p
1
a (a) Prouver que pourtoutn > 1, u, < 2— —, en utilisant la question 2.
n

(b) Prouver que la suite (u,) converge.

{©) Hn udlizant la calenlatrice, donner une valeur approchés & 1077
pres de ug, puis de uyg.

@ Corrigé
p. 34

m Suite homographique * < 20min
Lycée Butfon, Paris

ug =2

Soit (u,)nen la suite définie par 3up —2
Un+1 =

2u, — 1

n (a) Calculer ug, uz et us.
. by — 1
(b) Démontrer que pour tout n, u, 41 = 1 + ———.
2u, — 1
(¢) En déduire par récurrence qu’on a toujours u, > 1 et donc que la
suite (u,)qen est bien définie pour tout n.

1
n Soit (vn)nen la suite définie pour tout n par : v, = T
Uy —
(a) Montrer que (v,)nen est une suite arithmétique.
(b) Ecrire v, puis u, en fonction de n.
. , - .y a Corrigé
m Suite récurrente particuliere Aok ifsmin © corigé \

On considere la suite (u,) définie par up = 1 et pour tout entier naturel n,

1
Ung1 = 3”" +n—2.

n Calculer uy, us et us.
n (a) Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 4, u,, > 0.
(b) En déduire que pour tout entier naturel n > 5, u, > n — 3.

(c¢) En déduire la limite de (uy).
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€X) Limite et comparaison

231 - Théerémes fondanmentaus

Théertme 1 - théeréme de comaara’sen

Soient (1) et (v,) deux suites, et soit no un entier naturel.

« Si, pour toutn > ng, v, > u, avec lim u, = +o0,alors lim v, = 4o00.
n—>+o0 n—>+00

* Si,pourn > ng, vy < u, avec lim u, = —oo, alors lim v, = —oo.
n—>-+oo n—>+00
Exemples
* Soit (u,) une suite telle que pour tout entier naturel n, u, > n. Alors, d’apres
le théoréme de comparaison, lim u, = +00.
n—>+o0

* Soit (un) une suite telle que pour tout entier naturel n, u, < —n2. Alors,
lim u, = —o0.

n—+4o00
Théoreme 2 : théoréme d'encadrement (théoreme des gendarmes)

Soient (uy), (vy) et (w,) trois suites, soit £ un nombre réel et soit ng un entier
naturel. Si, pour tout n = no, vy < Uy < Wy, etsi lim v, = lim w, = ¢
n—+o00 n—>+00

alors lim u, =¢.
n—>+00

Exemple : soit (u,) une suite telle que pour tout entier naturel n > 1,

1 1
-3 Sup < —.
n n
o1 . 1
G o= T = O done diapeis le (héordme des gendavmes,
n—>+o00 n n—>+00 N
lim u, =0.
n—+00

2.3.2 - Comportement a Uinfini de (q")

Progriété 3 - négalité de Bernoull!
Pour tout réel x > —1 (x # 0) et pour tout entier naturel n non nul, on a :
(1+x)" > 1+nx.
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A ATTENTION

Avant de travailler sur une suite, il faut toujours s’assurer (méme si
I’énoncé ne le précise pas) qu’elle est bien définie. Dans cet exercice,
il est nécessaire, pour que la suite (u,) soit bien définie, que tous
les termes de la suite soient différents de —. En général, une telle

propriété se prouve en minorant ou en majorant les termes de la suite
et se démontre par récurrence.

m Suite récurrente particuliére o |
Lycée Notre-Dame de Boulogne, Boulogne-Billancourt
1 1 5
n ° Ul = Uo+1 :51,{0”072:5 72:73.

1
'uz:u1+1:§u1~172:

Wl —

X

|
Wik
~

|

Il

|
ol x

S S ¢
U3 = Uatl = U2 ==

n (a) Montrons par récurrence que pour n > 4, u, > 0.

O T 1 14 67
« Initialisation : usy = §u3 +3-2=——+1= >

TRy

* Hérédité : supposons que pour un entier k > fixé, ux > 0.

0.

1
On souhaite alors démontrer que ug41 = 0, soit guk +k—22>0.

k > 4 donc k — 2 > 2. Or, par hypothese de récurrence, uy

>0,
1 1
donc §uk >0et Suk +k—2 > 2 > 0. Par conséquent, ux+1 = 0.
L’hérédité est alors vérifiée.

Ainsi, pour tout entier naturel n > 4, u, > 0.

(b) On déduit de la question précédente que pour tout entier naturel
m =4, uy > 0donc umer = 0+m —2.

En posant n = m + 1, on déduit que pour tout entier naturel n > 5,
up = (n—1)—2,soitu, >n—3.

(¢) lim (n—3)=+occetn >24=u, >n—3.
n—-00

Ainsi, d’apres le théoreme de comparaison, lim (u,) = +00.
n—>-+00
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w21 n® cos(m) e
|-t
n? —4

2 (1-+ =)

2 4
(1)
” (1 + co:(n))
=————=, pourn #0.
1=z
« Pour tout entier naturel n non nul,
1 1
—1 < cos(n) < 1donc — — gw < -
n n n
1
Or, lim — =0 donc d’apres le théoréeme des gendarmes,
n—>+o00 n
) cos(n)
lim =
n—>+00 pn

* On en déduit alors que :

cos(n)
"(1+—n ) i "A+0)

0.

INTERROS / COURS

nlﬂloo =2 n>to0 1 -0 e
7
Ainsi, lim (f,) = +o0.
n—>+oo
- . froncé
m Limites de suite S

[l Pour tout entier naturel n, on a uyqy — 1y = u2 + 1 > 0.
Donc (uy) est strictement croissante.
n Pour tout entiern > 0:

Up —Up—1 = uﬁ_l +1 > 1
Up—] —Up—2 = uﬁ_z +1 > 1
Uy —uyp = u% +1 > 1

Uy —ug = ug +1 > 1

En sommant membre & membre et aprés simplification, il vient :
Uy —Uug = n, soit:u, > n+ 1.
n lim (n + 1) = 400 donc, d’apres le théoréme de comparaison,
n—>+o0

lim wu, = +o0.
n—>+o0
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* Prenez I'habitude de travailler chez vous dans les mémes conditions qu’en
devoirs surveillés. Le minutage de chacun des exercices de ce livre est fait en ce
sens. Cependant, cela ne devrait pas, une fois la résolution faite, vous empécher
d’y réfléchir plus calmement afin de vérifier la bonne assimilation du probleme.
Si les seuls moments ol vous vous pressez sont les contrdles écrits, vous ne
deviendrez jamais rapide.

» Essayez de contenir tout votre travail a la maison dans une plage horaire serrée.
Engagez-vous, par exemple, a travailler chez vous tous les jours entre 18 h et
20 h et efforcez-vous de ne jamais déborder (quelle que soit votre charge de
travail). En effet, si I’on ne se donne pas de limite de temps pour accomplir un
travail, on a naturellement tendance a le laisser trainer en longueur et a révasser.
L étroitesse de la plage horaire vous obligera a ne pas vous endormir et a devenir
efficace.

Spécial Baccalauréat

» Lisez attentivement I'intégralité de 1’énoncé. Cela vous permettra de reperer
I’exercice qui vous semble le plus facile, de maniere a commencer par celui

» Lorsque vous commencez un exercice basé sur des documents, vous devez lis-
ter au brouillon les informations que vous pouvez en tirer et qui vont vous
permettre de résoudre la problématique ainsi que les notions du cours que vous
allez devoir utiliser pour construire votre argumentation. Pour les exercices de
QCM, prenez le temps de bien confronter les différentes propositions aux docu-
ments et a vos connaissances afin de cocher LA bonne réponse.

* Si vous étes habitués a utiliser la méthode du feed-back exposée dans les pre-
mieres pages de cet ouvrage, il est bon d’envisager un court feed-back mental
sur les parties du cours concernées par I’épreuve du jour. Si vous étes nerveux,
cela vous aidera a vous mettre en confiance et a « démystifier » I’épreuve, que
vous pourrez aborder avec la méme sérénité qu’un devoir surveillé classique.

» 11 faut absolument soigner la présentation. Au cours de 1’année scolaire, votre
professeur s’est habitué a votre style de rédaction, a votre écriture. Il sait ce
que vous valez. Ce n’est pas le cas du correcteur qui lira votre copie. Il n’aura
ni I’indulgence que pourrait avoir votre professeur, ni la patience d’essayer de
vous déchiffrer si votre copie est présentée comme un brouillon. Par conséquent,
il vous faut faire un réel effort de présentation le jour du bac, plus encore que
pendant I’année scolaire : faites systématiquement une introduction qui énonce
clairement la problématique a résoudre, utilisez des termes de transition entre
les informations tirées des documents et vos connaissances. Enfin, rédigez une
conclusion répondant a la problématique.

» Enfin, relisez-vous. Réservez-vous pour cela le temps nécessaire. Cette relec-
ture doit étre trés attentive (ce n’est pas toujours facile a I'issue de plus de
trois heures d’épreuve). Enfin, souvenez-vous, si vous manquez de temps pour
tout relire, qu’il vaut mieux une relecture partielle trés attentive qu’une relec-
ture « express » en diagonale, totalement inefficace pour détecter les erreurs
résiduelles.
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Propriété 4
Soient ¢ un nombre réel et n un entier naturel.
* Sig > l,alors lim ¢" = +4o0.
n—+00
e Sig=1,alors¢" = 1.
« Si—1<g<1lalors lim ¢"=0.
n—>+00

* Sig < —1, alors (¢") n’a pas de limite en +o00.

Propriété &

Toute suite géométrique de raison ¢ telle que |g| < 1 converge vers 0.

€® Suite majorée ou minorée

Définftions &

+ Une suite (u,) est dite majorée il existe un réel M tel que :
pourtoutn € N, u, < M.

* Une suite (u,) est dite minorée sil existe un réel m tel que :
pourtoutn € N,m < u,.

+ Une suite est dite bornée si elle est majorée et minorée.

/ CORRIGES / INTERROS

Exemple : on considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n non nul par
up =14 —.
n
. 1 )
« Pour tout entier naturel n non nul, — < 1 donc u, < 1 + 1, soit u, < 2.
n
La suite (u,) est donc majorée par 2.
1
+ De plus, — > 0 pour tout entier naturel n non nul donc u, > 1.
n

La suite (u,) est donc minorée par 1.

+ La suite (u,) est minorée et majorée ; elle est donc bornée.

Théerme 3 - théeréme de convergence des suftes mongtones

Toute suite croissante et majorée converge.
Toute suite décroissante et minorée converge.
Toute suite monotone et bornée converge.
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m Suite homographique S

Lycée Buffon, Paris
n(a)u—iu—getu—§
1=pum=x B=r

(b) Pour tout entier naturel n, on a :

[T B TN RN (Y

1
+2u,,—1 2up, — 1
3u, —2
T 2u, —1
= Unt1-

(¢) Soit P, la propriété définie par : «u, > 1».
* ug = 2 donc ug > 1. Py est donc vraie.
* Supposons que P soit vraie au rang k > 0.

Alors, 2ug — 1 > Oetug — 1 > 0, d’olt Z"k_

> 0, et donc :
Uk —

Prs1 est donc vraie.
Donc, pour tout entier naturel n, P, est vraie.
Alors, pour tout entier naturel n, u, > 1 > >
. L
Comme, pour tout entier naturel n, u, > —, il en résulte que 2u,, — 1
est non nul et la suite (#,),en est donc bien définie pour tout n.

n (a) Remarquons d’abord que, d’apres la question précédente, pour tout
n, u, # 1;lasuite (v,) est donc bien définie.

Pour tout entier naturel n on a :

1 1 1 2un
Untl = = = T3 T 3g2-Cig-D _ 3. — 1
. . SR ]
Ungr =1 Zun—1 — Zun—1 " el Un
D’ou :
2up =1 1 2= _,
Vgl Vs . =1 _9.
G " U, — 1 U, — 1 U, — 1

La suite (v,) est donc une suite arithmétique de raison 2.

1
(b) On calcule vo = 771 = 1. Alors pour tout entier naturel n :

1 1 42
w=142 e uy= ol J;”" 2: -
'n n e
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€% Définitions

Définftion 2 - suite convergente

On dit que la suite (u,,) converge vers un réel £ si tout intervalle ouvert contenant
£ contient tous les termes u, a partir d’un certain rang :

Ve>0,3ngeN,n=>ng= u, — €| <e.

Onécritalors : lim u, = £.
n—+00

Remarque : si (u,) converge vers £, alors on dit que u,, tend vers ¢ quand n tend
vers +00.

Exemple : la suite (u,) définie pour tout entier naturel non nul n par u, =

=~

1

converge vers 0, car tout intervalle ouvert contenant O contient — a partir d’un
n

certain rang.

Définftion 3 - limfte infinie &' une sufte

On dit que la limite de (u,) est +00 (respectivement —oo) si pour tout réel A,
il existe un entier ng tel que, pour tout n = ng, u, = A (resp. u, < A):

YAeR,3noeN,n>=no= up > A (resp. up < A).

[
(=]
o=
o=
=
=
\
L]
L
w
o=
o=
[=]
o
\

Exemple : en posant u, = n?, quel que soit le réel positif A, sin > VA alors
n? > A.Donc lim (u,) = +ooc.
n—>+00

Définftion 4 - suite divergente

On dit que la suite (u,,) diverge quand elle ne converge pas.

Exemple : la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u, = cos(n) diverge
car ses valeurs varient entre —1 et 1.

€% Des limites de référence

Propriété 2
Soit p un entier strictement positif.
1 1
— = lim — = H li li P =
Jmer = lme g =0 s dim Ve= lim a? = oo,
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n Avec des sinus ‘ © Eronc

Lycée Notre-Dame du Grandchamp, Versailles
n On sait que : —1 < sin(n) < 1, quelle que soit la valeur de n.
Donc, pour toutn € N :
—3 < —3sin(n) <3 (par produit par —3 en inversant les bornes) ,
d’ou :
% 3 < ot 3 sin(n) < 2243 (en ajoutant T aux trois nombres).
On a donc, en divisant I’encadrement précédent par le réel strictement
positif n? + 1, pour toutn € N :
2% -3 2n* 43
L T Sus .
2l S
Pour tout n € N*,

om?_3 2n2(1—£7) 21_%
241 nz(1+%) 1+

1
Or, MmO done, par produdl of somme,  lm (1 - i) =1
n—>—4oo n n—+oo 2n

1
De méme, lim (1 + —2) =1,
n—+00 n

D’ou, par quotient et produit, lim 2 sy =
1. par qu P M i (R
ont 3

Par un procédé analogue, on a : n_l}r_roo o

Donc, en utilisant le théoréme des gendarmes, lim u, = 2.
n—+4o00

. % -3 22 +3
n (a) On sait que pour toutn € N : T Sun\nz—-i—l‘
Donc, pour tout n € N,
2 -3 2n%+3
——— —2<uUp—2< ——— —
nZ+ 1 B
En s’aidant de ce qui a été fait dans la question 1, on a pour tout
neN:
=5 < 1
—_— S Uy — ——
nZ+1 " T T 4l
1
() Siuy—2>0,|up —2| =u, —2etdonc uy —2| < |—Z—|.
n?+1
Siup—2 <0, |up—2| = —(u, —2) etdonc |u, —2| < N (on
n?+1

prend les opposés des deux expressions de gauche dans la double
inégalité ci-dessus).
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5
De plus, ——
L 1 ~ n n*|
inférieur 2 103, on sera sir que la distance de u, a 2 sera aussi
inférieure a 1073
5

n2+1

1
7 donc si on choisit n tel que soit
+1 1

<107° & n? 41> 5000 & n® > 4999.

n étant un entier positif, on adoncn > +/4 999; or, +/4 999 ~ 70,7
210~" pres. Il faut donc prendre n > 71.

© up <2 & u, —2<0
on® 3 gngm)
BT
—3sin(n) — 2
n2+1
—3sin(n) —2 <0

—

<0

111

. 2
sin(n) > -3
11 existe donc des valeurs de n pour lesquelles u, > 2 : celles pour

lesquelles —1 < sin(n) < =%

.. I e
m En utilisant les définitions \ AT
Lycée Hoche, Versailles
n (@ ¢ lim 2n+1)= lim (n+2) = +oodonc lim u, meéne a
n—>+o0 n—+4o00 n—+o0

(]
une forme indéterminée du type « — ».
(]

Pour lever une indétermination du type « — », on factorise

le numérateur et le dénominateur par leur terme de plus haut
degré respectif.

On modifie donc I’écriture de u,, pour tout n € N* :

#(2+1)
#(1+3)
2+

+

Uy =

1=

—_
=
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Suites numériques

1. Raisonnement par récurrence
2. Limite d’une suite

ED Raisonnement par récurrence

Exercice type 1 Lycée Notre-Dame de Boulogne, Boulogne-Billancourt

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul :

n
P B
= p(p+1) n+1

Voir corrigé page 2

Propriété 1 : principe de récurrence

Soit P, une propriété dépendant d’un entier naturel n. Si :

* pour un entier ng, Pp, est vraie (initialisation),

* pour tout naturel k > no, le fait que Py soit vraie implique que Py est vraie
(hérédité),

alors P, est vraie pour tout n supérieur a ng.

Remarque : comme Py = Py, on dit que la propriété est héréditaire.

Définition 1

Une démonstration par récurrence est une démonstration dans laquelle on
utilise le principe de récurrence.

[CIIREENIR

Une démonstration par récurrence comporte impérativement deux étapes :
initialisation et hérédité.
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m Somme des inverses des carrés
Lycée Hoche, Versailles

El Pourtoutn € N*,

© Enoncé
A '

n+l 1 n 1

1 wn
Unt1 = Un ZkZ_ZkZ |12 > 0. g
k=1 k=1 =
La suite est donc croissante. “
n Pour tout p > 2, \
1 I _pp-1_ 1
p=1 p  plp=1  pP-p
1 =
O, p* - p < p*dosg = =5 E
Popp [
-
1 1 =

1
Onadoncbien—Z < — ——.
p* p-1 p

n n
1 1
n @ u, = E z =1+ E 2 donc, d’apres la question 2,
k=1 k=2

Or,

(9 (-6

1
u,,g2—;

(b) La suite est croissante (question 1) et majorée par 2 (question 2a),
donc elle converge.

(©) uy9 ~ 1,540 etuyo ~ 1,550.
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Avant-propos

Cet ouvrage est conforme au programme de la spécialité Mathématiques de
Terminale qui est entré en vigueur a la rentrée 2020.

Avec six heures hebdomadaires, le contenu est ambitieux et aborde des parties
nouvelles par rapport au programme de Terminale S des années précédentes :
équations différentielles, intégration par parties, combinatoire, dénombrements,
loi des grands nombres et binomiale... Autant de notions importantes pour
lesquelles la maitrise passe par la résolution d’exercices variés.

Dans chaque chapitre, vous trouverez :

» un rappel de cours, qui s’appuie sur la résolution pratique d’un exercice type, et
qui propose de maniere concise tout ce que I’on doit retenir du chapitre étudié ;

» des QCM et des exercices de type vrai-faux permettant de tester de maniere
rapide la connaissance du cours et sa réelle assimilation et de préparer au mieux
les épreuves similaires figurant dans les sujets de baccalauréat et dans les
concours post-bac;

* des exercices qui correspondent aux différents types de sujets de devoirs.
Certains sont des applications immédiates du cours, d’autres nécessitent une
réflexion plus approfondie et constituent un bon entrainement pour les études
supérieures. Dans cette nouvelle édition, la plupart des exercices ont réellement
été proposés en lycée.

Conformément a ’esprit de la réforme, de multiples exercices comportent des
programmes en Python, que vous pouvez télécharger sur notre serveur a I’adresse :
www.prepamath.fr/ILTM

» enfin les solutions des QCM et des exercices. Certaines sont parfois beaucoup
plus détaillées que ce qui est normalement demandé a un éleve de Terminale
pour un devoir en classe. Ceci est intentionnel dans le but d’aider ’éleve a
avoir les idées claires sur les notions fondamentales utilisées.

Rappelons notre recommandation traditionnelle : cet ouvrage n’est pas un
manuel de cours. Nous souhaitons que I’utilisation de ce livre ne se substitue pas
au travail de classe mais qu’elle soit I’occasion d’un dialogue avec le
professeur de mathématiques. En complément de ce livre, des vidéos présentées
par des enseignant.e.s vous aideront de maniere vivante a mieux comprendre
la résolution d’exercices importants. Elles sont accessibles trés simplement sur
tablettes ou smartphones a I’aide d’un QRCode.

Nous remercions par avance tout lecteur qui nous fera part de ses remarques ou
suggestions en nous écrivant a contact@prepamath.fr.

Nous vous souhaitons une bonne et profitable lecture.

L’ auteur
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€X) Opérations et limites

un) et (vy) sont deux suites, £ et £’ représentent des réels.
pi

Dans les tableaux suivants, « EL » signifie : « Forme Indéterminée ». Ce sont des
cas ol I’on ne peut pas conclure immédiatement quant a la valeur de la limite.
Dans de tels cas, il est nécessaire de transformer I’ écriture.

2.5.1 - Somme et produit

lim u, lim v, lim (un + vn) lim (up X vy)
n—+oo n—-+00 n—+o00 n—>+o00
13 4 e+ ext
is0 +o00 +o00 +o00
—00 —00 —00
(<0 +o00 +o00 —00
—00 —o0 +0o0
) +o00 +o00 FL
—00 —00
+00 +00 +00
+00 —00 —00
—o0 —00 +00
2.5.2 - Quotient
. . . Un
lim u, lim v, lim (—)
n—+00 n—-+o0 n—>+00 \ vp
¢
¢ U #0 7
07(0 en restant positif) +o0
>0 _ PR
07 (0 en restant négatif) —00
<0 07(0 en restant positif) —00
< 07 (0 en restant négatif) +o0
0 0 EI
400 0
¢ —o0 0
400 400 Fl
400 —00 Fl
—00 —00 Fl
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1 2
Or, lim (2+ —) =2et lim (1 + —) = 1donc:
n n—>+00 n

n—>-+oo
lim u, = 2.
n—>—+o00
3 5
°Vn€N*,v,,=n2(1+———2).
n n
Or, lim - = lim —2=Oet lim n2 = o0 donc :
n—>+oon  n—>+oon n—>—+oo
lim v, = +o00.
n—>-+oo
2 1
)+ lup 2| < 107 = |2F —2‘ <107
n+2
3 4
—-——| <10
‘ n+2 =
3
10-4
= n+2< Y
= n+2> g
10-4

<= n>30000—-2
<= n > 29998.
Danc on g us - 2] = 10 *2patirden - 29999,
e v, > 100 < n?4+3n-5>10*
— n*4+3n-5-10*>0.
A =40 029. Donc n? +3n — 5 — 10* > 0 pour n supérieur a la

plus grande des racines, qui vaut environ 98,5.
Dongc, la premiére valeur de n pour laquelle v, > 10% est n = 99.

n « Pour toutn € N*, ona:

i 1
6n+ 1 6"(“'3:) (e
243 (14 3) 142

Or, lim i = lim — =0donc:

n—+o00 6n n—+o00 2n
6n+ 1
lim =3
n—>+00 2n + 3
Par conséquent,
N §

n—-+oo
* Ona, pourtoutn € N :

nyn+2 nyn 2 Jn

" 2n 2 On 2 n’
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Méthodes

de travail

Les conseils qui suivent ont été mis en pratique par un grand nombre de majors
(sortis premiers) de Polytechnique ou de I'ENA, par des professionnels de 1'or-
ganisation et sont également recommandés par de nombreux professeurs. Pour
approfondir votre méthode de travail et obtenir les meilleurs résultats pendant vos
études, nous vous recommandons la lecture du livre « Comment travailler plus
efficacement », par F. Déliac, U. Hadrien, E. Matrullo et E. Maurette.

Faire des « feed-back »

Le «feed-back » est le conseil le plus important et le plus utilisé par ceux qui réus-
sissent brillamment leurs études. Il consiste a contrdler systématiquement, sans
s’aider de notes, ce que I’on vient d’apprendre (exercices et cours). Ce controle
peut se faire mentalement, oralement ou par écrit.

« Dans les transports, essayez de vous rappeler mentalement, et sans vous aider
de vos notes, le cours et les exercices vus le matin en classe (feed-back mental).

« Apres avoir relu votre cours le soir, essayez de retrouver par écrit les principaux
paragraphes et démonstrations sans regarder votre lecon (feed-back écrit).

¢ Apres avoir résolu un probléme, prenez 5 minutes pour contrdler par écrit que
vous vous rappelez clairement 1’énoncé ainsi que la démarche de résolution
(feed-back écrit).

« Expliquez a des amis la lecon que vous venez d’apprendre ou I’exercice que
vous venez de résoudre : c’est un excellent feed-back oral. Choisissez le type
de « feed-back » qui vous convient le mieux et faites-en le plus régulierement
possible (aprés chaque cours et chaque série d’exercices). Pour étre efficace,
un « feed-back » doit se faire sans I’aide de vos notes. Ainsi, faire des fiches
de résumés de cours a partir de vos cahiers ouverts ne constitue nullement un
« feed-back ».

Miser sur la qualité

De nombreux témoignages démontrent que pour obtenir de bons résultats, il est
préférable de faire un nombre limité d’exercices de maniere approfondie plutdt
que d’en survoler un grand nombre. Une tendance trés répandue consiste a abattre
une grande quantité d’exercices, a la chaine, mais superficiellement, en espérant
que le jour du contrdle, on aura déja vu ce type de probleme et que I’on saura
s’en souvenir. Cette méthode est absolument inefficace car la seule maniére de se
souvenir d’un exercice de mathématiques ou de physique, c’est de 1’avoir parfai-
tement compris et assimilé.
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n Nous allons démontrer par récurrence I’ assertion : 7
Py : [ @ on =2 23 et (k%) vpgr = 272 — 3+ ]
e Pourn=0,0ona 2"t —3" =2 — 1 =1 = vy d’oll (%).
Eafin, 2572 35 4 3 1oy qui oot (s4) : on 2 vErifs PO,

 Supposons I’assertion P (k) vraie pour un certain entier naturel k.
On sait déja : vy = 2542 — 3%+ (d’apres I'hypothese de récurrence),
qui est la partie (x) de I’assertion P(k + 1).
On calcule :

Vk2 = Supg1 — 6y = 5282 — 3K+ _ gkt _ 3k)
=5x 22 _ 5 3k g okt g 3K
=35 x 2Kt2 _ 55 3kl _ 3 ok+2 4 5 ¢ 3EH

=2 x 2K+2 _ 3 34+l
_ookTD gk

INTERROS / COURS

qui est () au rang (k + 1). On a ainsi vérifié P(k + 1).

On en déduit, d’apres le principe de récurrence, que, pour tout entier
naturel n, v, = 27+ — 37,

n Suite convergente |S
Lycée de Emperi, Salon-de-Provence
Pour tout n > 1, on note Py la proposition :
un =1+ k(1 +K) 1+ (1+ 1),
* Le membre de droite de I’égalité est :
uy = (1 +ku =2,
et le membre de gauche est réduit a :

Q+khH=1+1=2

Ainsi, la propriété est vraie pourn = 1.

= Supposons que la propriété soit vraie pour un entier p non nul arbitraire-
ment fixé.
On sait par hypothese que 11 = (14 kP)u,. On remplace alors u, dans
cette expression par sa valeur. Il vient :

uprr = (1+kP)(1+ k) (1+ kD) (1+K5) - (1+ kP71,
Donc Py = Ppy1-

Par conséquent, pour tout entier n > 1, P, est vraie.
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_ Suites convergentes |

Vrai. Cest le théoreme de convergence.

Faux. Pour prouver cela, il suffit de trouver un contre-exemple. Consi-
dérons la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, — 1.
Alors, pour tout entier n, v, < u, (a fortiori pour n > 100).

Si la suite (u,) converge vers 0 alors la suite (v,) converge vers —1, et
non vers 0.

Vrai. Si la suite (un) est positive alors, elle est minorée par 0. De plus,
d’apres le théoréeme de convergence, si (u,) est décroissante, alors elle
converge.

Faux. Pour le prouver, il suffit de trouver un contre-exemple.
Siup = /n alors :
Bl By a1 yn
(VnF+1—n)(Vn+1+/n)

(VnF1+m)
1

e Eav

Ainsi, lim (#p+1 — un) = O et pourtant, lim u, = +00.
n—-+oo n—>+oo

IEY ¥/# convergence et opérations |Sa

Faux. 11 suffit de considérer les suites de terme général u, = n et
v, = —n. Leur somme est la suite nulle qui est convergente ; cependant,
les deux suites (u,) et (v,) sont divergentes.

1
Faux.Siu, =n+1etv, 1 alors u, v, = 1 donc la suite (u,v,)

n
converge ; cependant, la suite (u,) ne converge pas.

. |u, =0 pourn pair v, = 1 pourn pair
Faux. En effet, si { " P p cet{ " P p )
u, =1 pour n impair v, =0 pour n impair
alors (u,v,) converge vers 0 (car u, v, = 0 pour tout entier n) alors que
les suites (u,) et (v,) ne convergent pas vers 0.

1
Faux. Les suites de terme général — et T admettent toutes les deux
n

n
la méme limite finie L = 0. Cependant, il n’existe aucun entier n tel que

1 1

n n+1
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« Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, 0 < ux < +/3.

0<ur <V3=2<ux+2<3+2
e i < 1 <1
3+2  uwe+2 2

1 1 1
= =< ——— { ——
27 w2 312
1 1
=2--<2—-——<2——
257 wm+2 V342
3
=>0<§<uk+1<x/§
L’hérédité est alors vérifiée.

Ainsi, pour tout entier naturel non nul n, 0 < u,, < vas
n Pour tout entier naturel n,

1

—u, =2 — —
Up41 — Un in 2 Un
2up +4 — uﬁ —2u,
- Up +2
_ 3— uﬁ 0
up +2
n . 3—u2>0
Or, d’apres la question précédente, 0 < u, < /3 donc
U, +2>0

Par conséquent, (1) est croissante.

gence des suites monotones, elle converge.

Notons £ = lim (uy). Pour tout entier naturel n, up41 = 2 —
n—+00

donc ¢ vérifie I’équation :

1

1

2

2=2

T it2

)

= 2-0¢+2)=1

= =5

P TR Ty S
0 < up < +/3donc0< <3,

Par congbonent, Tm (un) /3
n—>+o00

(uy,) est croissante et majorée. Donc, d’apres le théoréeme de conver-

1

Uy, +2
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5 Selutom de UVeerziee Gype 2 Lycée Virlogeux, Riom

n lim n = lim n? = 4oo donc lim (n — n?) est une forme
n—+o00 n—>+oo n—>+o00
indéterminée du type « 00 — 00 ».

Pour lever cette indétermination, on factorise par le terme de plus haut

degré, donc ici par n? :
1
T = n? (— - 1) .
n

1
Or, lim n?=4ocoet lim (——l)z—lA

n—>+00 n—>+oo \ n

Ainsi, par produit :

lim u, = —o0.
n—>+oo

lim wu, = +o0.
n—>+o00

@ METHODE

Dans les situations ol interviennent les fonctions sinus et cosinus,
pensez aux encadrements —1 < cos(n) < 1 et —1 <sin(n) < 1.

[
El un = n[3 — sin(m)]. Le facteur 3 — sin(n) n’a pas de limite en +oo. =
Cependant, on sait que pour tout entier naturel n : E
—1 <sin(n) <1 <= —1< —sin(n) <1 =

<= 2<3—sin(n) <4

< 2n < n3 —sin(n)] < 4n. \
N
Un

Or, lim 2n = 400 et u, > 2n donc d’apres le théoreme de o
n—-+00 4]
comparaison, [
=
=
[=]
o

H Pour tout n € N*,
—1<cos(n) <1 < 0<1+cos(n) <

2
Or, lim — = 0donc d’apres le théoreme des gendarmes,

n—>+o0o n

lim up, = 0.
n—-+oo

Voir énoncé page 2 }_'
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Partie B

n Soit n un entier, n > 1. Justifier que pour tout entier i tel que 1 <i <n,
1 1

ona:— > —.
Vi©om
n En déduire que pour tout entier naturel n > 1, u, > /n.

n Déterminer la limite de la suite u.

Etudes générales
m Suite récurrente etracine carrée % * 15min °;'§T"é \
Lycée Jean-Pierre Vernant, Sévres
On considere la suite (1,),en définie par u, 1 = /2 + (u,,)2 etug=1.

. P 2 o
El  Montrer que la suite (v,)nen définie par v, = (u,)” est arithmétique de
raison 2.

n Calculer vo, puis v, en fonction de n.

CORRIGES

En déduire une expression de u,, en fonction de n.

. P . u a4 . Corrigé
m Récurrence, variation et limite * = 20min °p‘ i \
Lycée Carnot, Paris
On considere la suite (u,) définie par up = —1 et, pour tout entier naturel n,
1
=2- .
Un+1 2

Calculer uy, us et u3z.
Que peut-on conjecturer sur la monotonie de la suite (u,) ?

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n,
0<uy <3

Déterminer le sens de variation de (u,).

En déduire la convergence de (u,).

Déterminer alors la limite de la suite.
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» Alafin d’un probleme, prenez 5 a 10 minutes pour essayer de trouver un moyen
de le généraliser ou de le compliquer (c’est ce que font souvent les professeurs
pour concevoir leurs controles écrits) ; trouvez ce que cela pourrait changer dans
la solution.

* Prenez également I’habitude, apres chaque exercice, de faire un « feed-back »
en faisant ressortir la démarche générale et en tissant des liens avec le cours.
Bref, il ne faut pas vous contenter de résoudre I’exercice, mais il vous faut lui
apporter de la valeur ajoutée et vous interroger sur son contenu.

* Idem pour le cours. Ne vous contentez pas de le parcourir de maniére passive.
11 vous faut avoir la rigueur d’effacer toutes les zones d’ombre. Pour chaque
théoreme, il faut vous demander quels types d’exercices son utilisation permet-
tra de résoudre.

Travailler par « couches successives »

Cette méthode, tres utile pour les étudiants préparant des examens ou des révi-

sions, peut également étre utilisée des le lycée.

On observe que pour apprendre un gros volume de cours, rien n’est plus ineffi-

cace que de I'attaquer de front, de maniere linéaire. La bonne maniére consiste

a d’abord survoler ’ensemble, en ne retenant que la structure, c¢’est-a-dire les

grands titres, ainsi que les noms des paragraphes (premiére couche, étape de-

vant durer 5 minutes). Dans 1’étape suivante (deuxiéme couche, d’une durée de

10 minutes), on reprend son cours du début en retenant cette fois également les

théoremes et résultats importants. Apres cette deuxieéme couche, on a déja une

idée claire de la structure de I’ensemble du cours. On peut alors aborder la der-
niere étape (troisiéme couche) : on reprend son cours au début pour, cette fois-ci,

I’étudier en profondeur en apprenant le détail des démonstrations.

11 est a noter que cette méthode peut étre également appliquée avec succes a des

matieres littéraires, ainsi qu’aux révisions du bac de francais. Par exemple :

* Pour la préparation d’un contréle, on commencera par passer en revue rapide-
ment ’ensemble du cours et des exercices du chapitre précédemment étudié,
avant de les réviser en détail. Ainsi aura-t-on développé une compréhension
synthétique et claire.

» De méme, avant d’aborder un probleme volumineux (tel qu’un contrdle écrit),
il est préférable d’en survoler I’ensemble avant de I’attaquer.

Travailler sa rapidité

Pour acquérir de la rapidité, trois voies sont possibles :

» Prenez I’habitude, en travaillant chez vous, de vous concentrer sur une seule
chose a la fois, ¢’est-a-dire ne pas attaquer un probleme ou une dissertation, en
révassant 4 ce que vous pourriez trouver a manger dans le réfrigérateur ou en
écoutant de la musique.
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1
Or, lim — =0et lim ﬁ = 400 donc, par somme, (-
n—>+o00 p n—>+oo 2
lim b, = +o0.
n—>+00
* On peut écrire que pour tout entier naturel n, .
S =
[=}
donc L
ot <o <n3+nzA
En particulier, \
w2 Wm 1)
Or, lim n%(n—1) = +oo donc d’apres le théoréme de comparaison, wn
n—+00 =]
lim ¢y, = +o00. E
n—>+o0 b
=
* Pour tout entier n > 1, =
n—1<n+D)"<n+1 et 2n—1<2n+(-1)"<2n+1,

donc :
1 < 1 < 1
2n+1 " 2n+ (=) " 2n—1

d’otr :

(par passage a I’inverse) ,

n—1 n+1
<d, <
n+1 " T -1
De plus, pour tout entiern > 1,ona:

n—1 "(l_nl)

1
2T (14 4) T

(par produit de réels positifs).

1
Or, lim = =0donc:

n—>+o00 n
1 1 =1 1
im (1—=)=1, tlim (1+=)=tlet lim ———=-.
n—>-+o00 n n—+oo 2n n—>+o0 2n + 1 2
De méme,
1
n+l "(1+z) 1 1+4
L i
2n —1 2"(1—217) 2 1_5

1
notoo2n—1 2

1
Ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes, lim d, = -.
n—+00 2

1
ce qui donne, d’une fagon analogue, lim s
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. a . Enoncé
B Démonstration par récurrence \ © A
Lycée Guy de Maupassant, Fécamp
n Soit P, la propriété définie par : u, < 6.
* ug = —2 donc ug < 6. Py est donc vraie.

* Supposons que Pk est vraie pour un k fixé, k > 0. Alors ,
1 1
uk<6ﬁ§uk<3ﬁ§uk+3<6,

donc Py est vraie.

Ainsi, Po est vraie et pour k = 0, Px = Pr1.
On en déduit, d’apres le principe de récurrence, que P, est vraie pour
tout entier naturel n, ¢’est-a-dire pour tout entier naturel n, u, < 6.

n Soit Q,, la propriété définie par : u, = 6 — el

o'
6 . 2 = ug, ds i
«6— 5 ==2= ug, donc Q est vraie.
* Supposons que Qy, est vraie pour un k fixé, k > 0. Alors ,
8 1 8 1 8
Ug 6—? Euk ~ 5uk+3 6__2k+1‘

Donc Qg1 est vraie.
On a donc démontré par récurrence que, pour tout entier naturel n,

8
Up =6 — 2—n
8 )
n lim — =0donc lim wu, =6.
n—>+o0 21 n—>+00
P . noncé
E Terme général d’une suite \ © A

Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy
n Raisonnons par récurrence sur n.
cPourn=0,0na:2"+n+1=2040+1=2=u.

 Supposons la formule vraie pour un entier naturel k arbitrairement fixé.
On calcule :
g1 = 2ug —k

=20 +k+1)—k

AR I

=2 L k42

=2 L (k+1)+1.
C’est bien la formule au rang (k + 1).

On a donc prouvé par récurrence que, pour tout entier naturel n,
up = 2" +n + 1.
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_ Suites convergentes ;:1:....“,. © o ‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

[l Une suite monotone et bornée converge.

n Si la suite (u,) converge vers 0 et si la suite (v,) est telle que, pour
n =100, v, < u,, alors la suite (v,) converge aussi vers 0.

a Pour qu’une suite converge, il suffit qu’elle soit décroissante et positive.

n Si lim (upq1 — u,) = 0, alors la suite (u,) converge.
n—+00

_ Convergence et opérations  Tomin) © forist

Soient (u,) et (v,) deux suites.
Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Sila suite (u,+v,) converge alors les deux suites (u,) et (v,) convergent
aussi.

Si la suite (u,v,) converge alors les deux suites (1) et (v,) convergent
aussi.

a Si la suite (u,v,) converge vers 0 alors I’'une au moins des deux suites
(un) ou (v,) converge aussi vers 0.

Si (uy,) et (v,) convergent vers la méme limite finie L alors il existe un
entier ng tel que, pour tout entier n > ng, u, = vp.

s _wgn . N i " igé
_ Vérifications des connaissances  Tomin| © foriet

On considére une suite (u,) dont aucun terme n’est nul.
. . 2
On définit alors la suite (v,) par v, = ——.
Up
Pour chaque proposition, dire si elle est vraie ou fausse. Si elle est vraie,
donner une démonstration, et si elle est fausse, donner un contre-exemple.

n Si (up) est convergente alors (v,) est convergente.
n Si (up) est minorée par 2 alors (v,) est minorée par —1.
a Si (uy) est décroissante alors (v,) est croissante.

n Si (up) est divergente alors (v,) est convergente de limite nulle.
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n
1 1 1 (-
Buw=) b — ot —.
7T A Nz
Ainsi, d’apres la question précédente,
n
> 1 [7¢)
u, —
n 2 7 o
i=1 g
s0it : L
N 1
u, nx —.
n 2 W \
On a donc bien u, > /n.
n lim /n = +o0 donc par comparaison, lim u, = +0c0.
n—+o00 n—>+oo wv
[=]
=
- - . Enoncé
m Suite récurrente et racine carrée \ °p,'{'§"‘ o
=
Lycée Jean-Pierre Vernant, Sévres =
n Pour tout entier naturel n,

a1 = (tn1)” = 2+ () = 2+ va.

La suite (v,) est donc une suite arithmétique de raison r = 2.

B w= (ug)z = 1. La suite (v,) étant arithmétique, d’apres le cours, pour
tout entier naturel n, :

Uy =V +nr =1+42n.

2 .
W = (u,,) donc u, = /v, (en effet, u, > 0 puisque les termes sont
définis par une racine carrée dans la relation de récurrence, et ug > 0).
Par conséquent, u, = +/1 + 2n pour tout entier naturel n.

m Récurrence, variation et limite | ©
Lyoks Camot, o 1
[ S Rk pr
1 1
Cm=2-—s =2 §z1,67.
s _u21+2 2_§_1_2 i?wlﬂ&

g
On peut alors conjecturer que (u,) est croissante.

n Montrons par récurrence que pour tout n # 0, 0 < u, < V3.

« Initialisation : u; = 1 donc 0 < uy < V3.
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B} %= verifications des connaissances e —~

1
n Faux. Si un = — pour tout n > 0 alors aucun terme de cette suite
n

n’est nul et (u,) converge vers 0. Cependant, (v,) tend vers —oo, donc
diverge.
n Vrai. En effet,
up =22 0<

< par passage a I’inverse

ST

0< 1 par produit par 2

Sl F|~

1

£

2
— < 0 en prenant I’opposé des 3 termes
Un

1111

N

—1 0.

Un

A
INTERROS / COURS

1
n Faux. Reprenons la suite (u,,) définie sur N* par u, = —.
n

Alors v, = —2n. (u,) est décroissante et (v,) aussi.

n Faux. (u,) peut étre divergente sans tendre vers Iinfini ; par exemple, si
u, = (—1)", (uy) diverge car elle prend alternativement les valeurs 1
et —1, et (v,) diverge aussi car elle prend alternativement les valeurs 2
et —2.

B s e o

2"4+3 2" 2\"
Bl Faux. Eneffet, pour de trés grandes valeurs de n, ~—_~w~|Z
342 3 3

2 . 2\" L. 2"43
et0 < = <ldonc lim (=) =0.Ainsi, lim —— =0.
3 n—>+o0 \ 3 n—>—+o0 31 4 2
n Faux. En effet, pour de trés grandes valeurs de n, n > /n, et on peut
alors écrire :wﬁ_—n ~ ~ _1donc lim @ =-1.
eln n n>+oo /n+n
a Faux. En effet, on peut écrire :
sin(n) —2n  sin(n) 2n
n+1 n+1 n+l
Or,
sin(n)
= 0 (théoreme des gendarmes) ;
n—>+oo n + 1
—2n ) —2n )
e lim = lim —— = —2 (I est négligeable par rapport a n).
n—>+oon+ 1 n—>+00 n
Donc  lim M =-2.

n>+oo  n+1
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n On définit les quatre suites (ay,), (by), (c,) et (dy) par :

[6r 1 nafn 2
ayp = | —— by = ——;
2n+3 2n
3 5. _on+ (=D
cp =n’ + (—1)"'n"; dn_mA
Déterminer les limites de ces suites.
. fo Cortiaé
E Raisonnement par Uabsurde Aok lomin © coriaé \

Lycée Saint-Joseph de Tivoli, Bordeaux
On considere la suite (u,) définie par uo = 3 et, pour tout entier naturel n,
Un+1 = +/12 4 u,. On admet que (u,) est minorée par 0.
Démontrer que (uy) est strictement croissante sur N.

Pl N Corrigé
m Avec un programme K,k 20min °p‘ ;D"“\
Lycée Monet, Paris
On considere la suite u définie sur N* par :

"
1 1 1

SN S e

Uy ;ﬁ SRRy

On se propose d’étudier le comportement a I’infini de cette suite.

Partie A - Approche a l"aide d’un programme

n On souhaite écrire un programme en Python permettant de calculer u,,
pour tout entier n > 1.

Compléter la fonction suivante de sorte qu’elle renvoie .

def u(n):
terme = 0
for i in range(1,n+1):
terme = terme + ...
print( ... )

n Exécuter ce programme et donner les valeurs approchées de uyg, uzg
et upo-

n Conjecturer le comportement a I’infini de la suite u.
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_ Limites %:1:llmin eﬁrqriué‘

Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes en justifiant succincte-
ment :

g 2”43 3

m = =.

ot 3112 2
6 —

B oim &g
n—>+oo /n+n

) sin(n) — 2n

a lim —m—m— =

n>+o0  n+1 -

Démonstrations par récurrence

INTERROS

, . , - igé
B} pémonstration par récurrence *  Clomin) © ot
Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

uyg = -2

On définit (un)nen par : 1
u,,+1:5'4n+3 , neN

n Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, < 6.

. 8
n Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, = 6 — 5

CORRIGES

a En déduire la limite de la suite ().

n Terme général d’une suite * < tomin °;‘;’D""\
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

[l On considere la suite définie par ug = 2 et pour tout n € N,

Ung1 = 2Up — N.
Démontrer que pour toutn € N, u, =2" +n+ 1.
n Soit (vy) définie par vg = vy = 1 et pour toutn € N :
V42 = SUpq1 — 6V,

Démantrer que, pour tout n € N, p, — 271 3%,

. Sao | @ Corrigé
Suite convergente * k T,:IW"“"‘ p.2 ‘
Lycée de 'Emperi, Salon-de-Provence

Soit 0 < k < 1 et la suite (u,) définie par uo = 1 et :

pour toutn € N, tnyr = (1+K") un.
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B8 Raisonnement par Uabsurde o

Nous allons, comme le titre de ’exercice le suggere, faire un raisonnement
par I’absurde pour démontrer que (u,) est strictement croissante.

&P METHODE

Un raisonnement par l’absurde consiste a supposer que ce que I’on
souhaite démontrer est faux pour arriver a une contradiction.

Supposons donc que (u,) est décroissante.

Dans ce cas, comme elle est minorée par 0, elle converge (d’apres le théoreme

de convergence des suites monotones). Notons alors £ sa limite.

Ainsi, comme u,41 = /12 + uy, £ vérifie nécessairement I’équation :
t=12+¢ 2 =12+¢ 2—t—-12=0,

dont les solutions sont —3 et 4. Ainsi, (#,) converge vers —3 ou vers 4.

Or, par hypothese, comme (u#,) est minorée par 0 et décroissante,
0 <u, <up=3doncl # —3etl # 4.1y aalors une contradiction.

Ainsi, I’hypothese selon laquelle (u,) est décroissante est fausse.

On en déduit alors que (u,) est strictement croissante.

© Enoncé ‘

m Avec un programme p.12
Lycée Monet, Paris

Partie A - Approche a l'aide d’un algorithme

[ M Programme compieté
El

def u(n):
terme = 0
for i in range(1,n+1):

terme = terme + 1/(i**0.5)
print( terme )

Bl Onobtient ujo ~ 5,021, uzo ~ 7,595, et uipo ~ 18,590 2 103 pres.

a A la vue de ces valeurs, on peut penser que la suite tend vers +o0.

Partie B

n 1<i<n=>VIi<Vig /n car la fonction racine carrée est croissante sur Ry
! <

= — < —

N

car la fonction inverse est décroissante sur ]Rfr.
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Dérivées

e Dérivées usuelles

a est un réel et n un entier naturel non nul.
fx) | a x" Jx | e | Inx | sinx | cosx
1 1 .
Fix) | 0| nmx" 1| — | e | — |cosx | —sinx
2J/x x

e Opérations et dérivées

Opération

o Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)
Si f est une fonction continue sur [a; b] et si k est une valeur comprise entre
f(a) et f(b), alors il existe au moins une valeur de x dans [a; b] telle que f(x) = k.

o Théoréme de la bijection (corollaire du TVI)

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur [a; b]
et si k est une valeur comprise entre f(a) et f(b),
alors il existe une unique valeur de x dans [a; b] telle que f(x) = k.

Logarithme népérien

e Propriétés et limites
La fonction In est définie sur ]0; +oo[,n € N, p € Z.

Propriétés algébriques Limites
lim Inx = —o0
Inl1=0 x>0
lim Inx = 400
Ine=1 x—+00
lim x"Inx =0
In(xy)=Inx +1Iny x>0
. Inx
ln(g):lnx—lny kaoox_nZO
fim 2A+D
In(x?)=plnx o S— =

®

e Comparaison avec l'exponentiel

. La courbe représentative du
logarithme népérien est symétrigue
a celle de Iexponentielle par
rapport a la droite d’équation

y=x.







OEBPS/images/bg30.png
n (a) Pour tout entier naturel n,

21
Un+l=_2un+l+3("+l)_7
1 21
—2(§un ln—Z) +3(n+1) — 5
2w —2n 44343 2
3u,, n + +3n 2
nl
=—=u n—=
" 2
21 1
=—(—2un+3n—7)—§vn

1
La suite (v,) est donc une suite géométrique de raison g = 3 etde

premier terme :
21 25
==2 30— = =——.
Vo up + 3 x 7 >
(b) De la question précédente, on peut déduire que v, = vo X ¢" pour

) 25 "
tout entier naturel n, donc v, = = \3)-

21 1 21
Or, v —2un + 3n — > donc up 5 o —3n+— ). En

remplagant v, par I’expression trouvée précédemment, on obtient :
25 (1\" 3 21
un=7(§) +§n—TA
n
g s.= Z ug
k=0
_Z": [25 (1)" W 21}
= 4 \3 2 4
25 ¢

Nk 3 21 £
7 (5) IEZk—4x gl

k=0

=,
(n+1) termes

nn+1) 21
3 —T(n+1)

88 75
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e Définition
Fprwitvede f e F = f Une primitive est définie a une constante prés.

e Primitives usuelles

aeR,neN.

e Primitives composées
u est une fonction, u’ est sa dérivée, n €

f(x)=Ce™, CeR.

b
f(x) = Ce™ — o CeR.

Intégration

f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a; b].
e Lien avec les primitives

b
F primitive de f = / f@dx = [F@], = F®) - Fa)

e Intégration par parties

b b b
/ ' (x)v(x)dx = [u(x)v(x)]a 7/ u(x)v'(x) dx

e Valeur moyenne d’une fonction sur [a;b]

1 &
ll:m/a fx)dx

e Propriétés

/ablf(X)Jrg(X)dx:kLbf(X)der/abg(X)dx

b b
swe [a; B, Fx) = glx) :>/ Sf(x)dx 2/ g(x)dx

fabfmdx :/aCf(X)dx+/be(x)dx
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m Limites de suite * Tomin) © foriet

On définit la suite (in)nen par : [

E Avec des sinus * “Zomin) © foriet

upg=1
u,,+1=uﬁ+u,,+1, neN
Démontrer que la suite (1,),en est croissante.

En exprimant w1 — ug pour 0 < k < n, montrer que pour tout n,
up 2 n+1.

Déterminer la limite de (#s)yen-

La suite (u,) est définie sur N par u, =

2n2 — 3sin(n)
n?+1

Prouver que, pour tout entier naturel n,
2n% -3 % +3
——— SlUp S —5—-
n?+1 n?+1
En déduire la limite de la suite u.
(a) Justifier que pour tout entier naturel n,
- <t
— < u, —2< .
241" n?+1

() A pativ de quel rang N est-on cortain que pour tout n 2 N, la
distance entre u, et 2 soit inférieure 2 10732

(7]
Y]
w
(==
(==
=
(]

(¢) A-t-on pour toutentiern > N, u, <27

. PP - Corrigé
m En utilisant les définitions * 35min| © foret
Lycée Hoche, Versailles
n Voici les définitions explicites de deux suites :
2n+1
VneN, u"=n+2 et vn=n2+3n—5A

(a) Prouver que (u,) tend vers 2 et que (v,) tend vers +o00.
() A partir de quelle valour de » peut-on agsurer ©
o gue Ji, 2] < 10757

© que vy > 1042
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E Suite de Héron *okokdmin| © foriet

On considere la suite (u,),en définie par ug = 3 et, pour tout entier 7,

1 7
Unt1 = 5 un+u—" .

On pourra utiliser sans démonstration le fait que pour tout entier n, u, > 0.

n On désigne par f la fonction définie sur I’intervalle |0 ; +-o0[ par :

1 7
f(x):z(x+;).

(a) Démontrer que la fonction f admet un minimum.
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, > Naa
n (a) Soit n un entier naturel quelconque. Ftudier le signe de upq1 — Up.
(b) Pourquoi peut-on en déduire que la suite (1) est convergente ?
(c) Déterminer alors sa limite £.
n Démontrer que, pour tout entier naturel n,

2
X —(M" ~V7) .

1
unst ~ V=1
2 Uup

n On définit la suite (d,,) par dy = 1 et, pour tout entier naturel n,

Lo
dpy1 = Ed"‘
(a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
Up — NG < dp.

(b) Voici un programme écrit en Python :

def Heron(p):
d,n = 1,0
while d > 10%*(-p):
d = 0.5%d*d
n+=1
return n

«Heron(9) » retourne la valeur 5.
Quelle inégalité peut-on en déduire pour ds ?
Tustifier que us est une valewr epprochée de 7 2 1072 pris.
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© Enoncé
‘ p-10

u Avec une somme

Lycée Notre-Dame de Boulogne

Posons :
Pt simt—(Za1)x(2)
T (5 ) 3)

Démontrons par récurrence que cette égalité est vraie pour tout entier naturel
n>2.

pree— g 2-1 (2\> 1 4 1
nitialisation : pour n LS =u2 7 X 5 ZX§ 3

n 2
Deplus,l—(%:l)x(g) 1—(;:1)x(§) 1—2 %A

Ainsi, P, est vraie.

* Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, Py soit vraie, c’est-a-dire

que :
Sk=1 k+1 o
=1 — 5 X 5 .

C’est notre hypothese de récurrence (HR).
Démontrons alors que Pr4+1 1est aussi, ¢’est-a-dire que :

k+1 A\ k+3 AN
=1-(—=—+1 = =1-(== = .
sw=1-(1)<(5) =1-(59) ()

Ona:
Skt1 = up +uz + -+ U+ gt

= Sk + icy1
k 2\*

=1- (5 + 1) X (3) + ug41  d’apres (HR)
& Nk ok o\ k1

=1-(z+1)<(3) +31<(3)

—

U1

k+1
Nous allons mettre maintenant (5) en facteur dans les deux derniers

i
- -(2)6)"

L’hérédité est alors démontrée.

termes :

Par conséquent, P, est vraie pour tout entier naturel n > 2.
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B somme des carrés des impairs | —~
Lycée Camot, Paris
Posons :
Po 2 124345244 @2n—1)? %n(4n2—l)A

Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie pour n > 1.

¢ Initialisation : pour n = 1, le membre de gauche de I’égalité est réduit a
12 = 1. Celui de droite vaut :

. @x12-1) ! 3=1
- xIx@x1"=1)==-x3=1.
3 3
Les deux membres sont donc égaux. L'initialisation est alors faite.

* Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, Py soit vraie. Ainsi :

INTERROS / COURS

1
12+32+52+---+(2k—1)2=§k(4k2—1)A

C’est notre hypothese de récurrence (HR).
On souhaite démontrer alors que Py41 1’est aussi, donc que :

1 1
124324524 -+ (2k+1)2 HGNC 1?-1) §(4k3 1262+ 11k+3).
Ona:

P42 4524 Qk+1)?=12432 4524 2k — 1?4 2k +1)2

= %k(4kz — 1)+ 2k+1)>  d’apres (HR)

= %k(Zk — 1)@k + 1) + 2k + 1)?

= [%k(Zk — 1)+ 2k + 1)] (2k + 1)
= %(21«2 + 5k +3)2k + 1)

1
- 3(4k3 112K 111k 13
L’hérédité est alors vérifiée.

Ainsi, Py est vraie pour tout entier naturel n > 1.
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SUITES NUMERIQUES - CHAP. 1

m Une histoire de moyennes *ok Kk A5min °;‘2’U""\
Lycée La Bruyere, Versailles

n On considere le programme suivant, écrit en Python :

def calculs(a,b,N):
u,v,n = a,b,0
while n < N:

n=n+1

u = (a+tb)/2

v = ( (a*a + bxb)/2 )**0.5
a,b = u,v

return u,v

Compléter le tableau suivant poura =3,b =7,et N = 2.
Les valeurs seront arrondies au millieme.

INTERROS

Dans la suite, a et b sont deux réels tels que 0 < a < b.

On considere les suites u et v définies par uo = a, vo = b et, pour tout entier
naturel n :

CORRIGES

2 2
Un + Un uy + vy

Untl = — ; Unpl = 3

On admet que, pour tout entier naturel n, u, > 0 et v, > 0.

n Pour un entier naturel n donné, que représentent les valeurs affichées par
le programme ?

Dé - 1 5 2 (Un—Un 2
n (a) Démontrer que, pour toutentier natureln, v,y =i, | = | —5— | -

(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, < vy.
n (a) Démontrer que la suite (u,) est croissante.

(b) Donner le sens de variations de la suite (vy).
El (@ Démontrer que I

uites (1) et (v,) sont convergentes.

(b) Sans chercher a déterminer les limites de (u,,) et (v,), montrer que
ces limites sont égales (on pourra utiliser I’expression de u, 1 en
fonction de u, et v,).
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Démontrer par récurrence que pour tout naturel n > 1,
un = (L+0)(1+K2)(1+43) - (1+£"71).

Y Avec une somme *ok tsmin) © ot

On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 2 par :

n—l>< 2\"
Uy = - .
" 4 3

Onpose: S, =uy +u3 +ug~+ -+ uy.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 2,

sn=1_(g+1)x(§)"_

. . . S Corrigé
n Somme des carrés des impairs * K :‘1,5mm\ °p‘ onise \
Lycée Carnot, Paris
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 1,
1
P43 452+ 4 2n— 1)2=§n(4n2—1y
Limites de suites
agg s . , 4 . Corrigé
m Différence de racines carrées * = 10min °p‘ Zf{"'\
Lycée Carnot, Dijon
Soit (t)nen la suite réelle définie par : u, = +/n + 1 — /n.
Calculer lim (up).
n—+4o00
. o @ comise
m Calculs divers de limites * = 10min °p‘ Zf{"'\
Lycée Carnot, Paris
Déterminer la limite des suites suivantes :
B w=02-nGn+1. i |
B =
1 n® + n? cos(n)
B = (2—5) (=5n+3). @ = —_—










