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			Introduction

		

		
			A - Présentation et préparation de l’épreuve de mathématiques

			1. Cadrage général de l’épreuve

			L’épreuve écrite d’admissibilité de mathématiques du concours de recrutement des professeurs des écoles (CRPE) dure 3 heures et est notée sur 20 points1.

			Elle est affectée du coefficient 1.

			Une note globale égale ou inférieure à 5 est éliminatoire.

			Le matériel autorisé :

			L’usage de la calculatrice électronique de poche à fonctionnement autonome, sans imprimante est autorisé. L’usage de tout autre matériel électronique, de tout ouvrage de référence et de tout document est rigoureusement interdit.

			 

2. Programme

			a) Le programme de l’épreuve

			Il est constitué :

			• du programme en vigueur de mathématiques du cycle 4 ;

			• de la partie « Nombres et calculs » du programme de mathématiques de seconde générale et technologique (BOEN spécial n° 1 du 22 janvier 2019).

			b) L’ouvrage

			Dans cet ouvrage, nous avons découpé le programme en 14 chapitres afin de cerner au mieux les connaissances ou compétences requises pour la réussite à ce concours.

			Pour chacun des chapitres, vous trouverez :

			• en ouverture, une succession de vrai/faux pour vous permettre de vous évaluer dans un registre particulier du programme : « Je m’évalue » ;

			• ensuite, les résultats fondamentaux qu’il est indispensable de connaitre, les méthodes essentielles, illustrés par des exemples : « Je révise » ;

			• enfin, des exercices dans l’esprit des épreuves du CRPE, avec des indications de corrigés (corrigés détaillés sur [image: ]) : « Je m’entraine ».

			Vous trouverez également des liens vers [image: ] pour voir des corrections développées de certains exercices, des démonstrations plus approfondies (notamment sous forme de tutoriels vidéos), des compléments historiques et épistémologiques, de nombreux autres exercices corrigés pour vous entrainer selon vos besoins, exercices de base ou de prolongement. Autant de contenus qui vous permettront de préparer dans les meilleures conditions cette épreuve.

			Tous les compléments numériques sont indiqués dans l’ouvrage par le picto [image: ].

			
				
					
					
				
				
					
							
							Chapitres

						
							
							Contenus

						
					

					
							
							1. Les nombres

						
							
							Les entiers

							Les rationnels

							Les décimaux

							Les irrationnels

							Les réels

						
					

					
							
							2. Arithmétique : les opérations dans ℕ

						
							
							Addition, soustraction

							Multiplication

							Division

							Diviseurs, multiples

							Nombres premiers

							PGCD

							PPCM

							Résolution arithmétique des problèmes

						
					

					
							
							3. Grandeurs et mesures

						
							
							Grandeurs simples

							Grandeurs composées

							Système métrique

							Conversions

							Valeurs approchées, troncatures, etc.

							Écriture scientifique

						
					

					
							
							4. Calcul algébrique, équations et inéquations

						
							
							Calcul littéral

							Équations, inéquations

							Résolution algébrique de problèmes : mise en équation

						
					

					
							
							5. Fonctions numériques et suites

						
							
							Repères

							Lecture graphique

							Fonction linéaire

							Fonction affine

							Fonction trinôme

						
					

					
							
							6. TICE

						
							
							Algorithmique Scratch

							Tableur

						
					

					
							
							7. La proportionnalité

						
							
							Modèle mathématique

							Reconnaitre

							Traiter

							Pente, tangente

							Échelle, vitesse, débit, masse volumique

						
					

					
							
							8. Statistiques

						
							
							Statistiques : représentation, principe de l’histogramme

							Caractéristiques de position : mode, médiane, moyenne

							Caractéristiques de dispersion : étendue, quantiles, écart-type

						
					

					
							
							9. Probabilités

						
							
							Probabilités simples

							Univers et propriétés

							Outils pour dénombrement

							Probabilités conditionnelles

							Arbres

							Arbres pondérés

							Tableaux

						
					

					
							
							10. La géométrie plane euclidienne

						
							
							Points alignés

							Droites, segments

							Distance

							Parallélisme

							Perpendicularité

							Théorème de Thalès

						
					

					
							
							11. Triangles et cercles

						
							
							Différents types de triangles : propriétés

							Théorème de Pythagore

							Trigonométrie

						
					

					
							
							12. Les polygones - Les quadrilatères

						
							
							Trapèze

							Parallélogramme

							Losange

							Rectangle

							Carré

						
					

					
							
							13. Volumes - Patrons

						
							
							Volumes

							Polyèdres réguliers

							Pyramides

							Patrons

						
					

					
							
							14. Les transformations planes

						
							
							Les isométries du plan

							Translation, rotation, symétries

						
					

				
			

 

			3. Modalités

			L’épreuve écrite d’admissibilité est constituée d’un ensemble d’au moins trois exercices indépendants, permettant de vérifier les connaissances du candidat.

			Le sujet 0 mis à disposition par le Ministère comporte 5 exercices dans des registres du programme différents et complémentaires :

			• un exercice portant sur le calcul de probabilités ;

			• un exercice portant sur les nombres décimaux ;

			• un exercice ou problème comportant plusieurs parties, une situation complexe qui nécessite la mobilisation de connaissances et compétences en grandeurs et mesures, utilisation des TICE, lecture graphique de représentation de fonctions ;

			• un exercice portant sur l’arithmétique et l’algorithmique ;

			• un exercice portant sur géométrie, grandeurs et mesures, proportionnalité.

			On constate la volonté de couvrir une très large partie du programme.

			B - Méthodologie de l’épreuve 

 

			1. La stratégie

			Comme dans tout concours, il faut viser à cumuler le maximum de points.

			Cela peut passer par des stratégies diverses, néanmoins, le jour de l’épreuve, il faut dans un premier temps viser à éliminer au maximum le stress lié à la situation.

			Il est donc important de prendre connaissance rapidement de l’ensemble de l’épreuve et également, comme nous l’avons fait ci-avant, des contenus, savoirs et compétences requises dans chaque exercice.

			Vous pourrez ainsi choisir de commencer par l’exercice qui porte sur la partie du programme qui vous est la plus familière et dans laquelle vous vous sentez le plus à l’aise.

			La réussite vous fera gagner en assurance pour la suite de l’épreuve.

			Il est toutefois toujours préférable de rendre une copie dans l’ordre des exercices de l’énoncé, aussi vous veillerez à prendre une copie pour chaque exercice et mettre le tout dans l’ordre à la fin de l’épreuve, au moment de rendre votre copie.

			Si vous êtes très sûr de vous dans un domaine, vous pouvez rédiger directement sans passer par l’étape brouillon, mais ceci n’est pas sans risque. Le plus souvent, au moment de la recherche de la solution d’un exercice ou d’un problème, la démarche est erratique. On tâtonne, on essaie, on s’engage dans une voie qui peut s’avérer être une impasse, on recommence alors d’une autre façon, etc.

			C’est pourquoi nous vous recommandons, sur une feuille de brouillon, de noter systématiquement les résultats acquis au cours de l’étape de recherche et, une fois que l’ensemble parait juste et cohérent de vous lancer dans la rédaction définitive.

			2. La gestion du temps

			La gestion du temps le jour de l’épreuve doit faire l’objet d’un apprentissage spécifique tout au long de votre préparation. En effet, pour ne pas vous laisser déborder par le temps le jour du concours, vous devez avoir acquis au préalable des routines de travail spécifiques.

			a) Avant le jour J

			Apprenez à travailler dans les délais de l’épreuve.

			Dans cette optique, il est important :

			• de passer tout le temps nécessaire sur un sujet pour bien l’approfondir dans les premiers mois de la préparation (de septembre à janvier par exemple) ;

			• de travailler systématiquement en temps contraint les derniers mois avant le jour J.

			b) Le jour J

			Évitez les pièges « à temps »

			Ne vous laissez jamais piéger par une question que vous voulez à tout prix résoudre ! Si vous ne trouvez pas, passez à autre chose, pensez à accumuler les points, même de manière disparate. Pondérez le temps de résolution d’un exercice par le nombre de points qu’il rapporte. En effet, le temps passé sur un exercice doit être dans la mesure du possible proportionnel au nombre de points qu’il peut rapporter (les points affectés à chaque exercice sont indiqués dans le sujet).

			3. La rédaction

			a) La forme

			D’une façon générale, la qualité d’écriture entre pour une part non négligeable dans l’appréciation (et la notation !) d’une copie.

			Vous devez pouvoir respecter les points suivants sans avoir à y penser.

			• Écrivez très lisiblement.

			• N’oubliez pas que vous serez amené à enseigner l’écriture à de très jeunes enfants, il est donc légitime que l’on attende de vous certaines qualités calligraphiques.

			• Soignez la présentation de votre copie.

			• Encadrez vos résultats, soulignez les points importants.

 

			
					
						Conseil méthodo
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						Nous attirons l’attention des candidats sur le fait que si (...) les connaissances et les compétences mathématiques restent d’un niveau très accessible, quelle que soit leur formation, ce sont bien les qualités de rédaction, de précision, de rigueur, qui ont permis de marquer les écarts et d’obtenir le maximum des points attribués.

						Le jury tient à signaler aux candidats que le rappel de notation suivant : « Il est tenu compte, à hauteur de trois points maximum, de la qualité orthographique de la production des candidats » a effectivement été appliqué par les correcteurs chaque fois que la copie faisait défaut sur ce point. (Extrait du rapport du jury de concours, Besançon).

					

					
				

			

			b) Le fond

			La rédaction ne fera pas état de tous les temps de la recherche.

			Elle donnera l’impression qu’ils n’ont pas existé, l’important étant alors de développer avec rigueur enchainement logique, argumentaire, savoir et savoir-faire utilisés pour parvenir au résultat.

			La démarche de rédaction doit être déductive plutôt qu’explicative, c’est pourquoi il faut privilégier l’utilisation des connecteurs logiques tels que « or, donc, en conséquence » aux conjonctions de coordination comme « car » qui viennent justifier une assertion.

			Il y a des savoirs que l’on utilise en les indiquant au correcteur, d’autres non. En effet, il y a des savoirs et des savoir-faire qui doivent être considérés comme communs entre candidat et correcteur et qui sont trop évidents pour qu’il en soit fait état, et d’autres (particulièrement visibles dans le programme) dont on doit faire état de manière explicite lorsqu’on les utilise. Tout est une question de juste équilibre, à trouver de manière individuelle.

			La compétence « raisonner » tient une place importante dans la rédaction des démonstrations ou des résolutions des exercices.

			Pour raisonner et démontrer, il est nécessaire de :

			• bien utiliser les notions de la logique élémentaire (conditions nécessaires ou suffisantes, équivalences, connecteurs) pour bâtir un raisonnement ;

			• différencier le statut des énoncés mis en jeu : définition, propriété, théorème démontré, théorème admis… ;

			• utiliser différents types de raisonnement (par analyse et synthèse, par équivalence, par disjonction de cas, par l’absurde, par contraposée, par récurrence…) ;

			• effectuer des inférences (inductives, déductives) pour obtenir de nouveaux résultats, conduire une démonstration, confirmer ou infirmer une conjecture, prendre une décision.

			c) Le formalisme mathématique

			Il y a de nombreuses règles formelles à respecter sur une copie de mathématiques. On constate que de nombreuses copies sont trop négligées. Pensez-y ! Cela vous évitera de perdre inutilement des points que vous pourriez penser acquis. En voici quelques illustrations :

			• Pensez à formuler une réponse ou une phrase réponse explicite aux questions posées : préférez « Le prix de la marchandise est 213 € » plutôt que simplement « 213 € ».

			• N’oubliez pas : dans le cours de la résolution d’un problème, on n’écrit pas nécessairement les unités de mesure, en revanche cela est impératif au moment d’écrire le résultat.

			• Faites bien attention à la nature d’un nombre résultat (entier, décimal, rationnel, etc.).

			• Indiquez toujours d’abord la valeur réelle du résultat, ensuite seulement, en faisant attention aux contraintes fixées dans l’énoncé, indiquez une valeur approchée en précisant toujours la nature de l’approximation (excès, défaut, à combien près, etc.).

			Vous devez impérativement vous habituer à respecter les conventions d’écriture mathématique (et leurs règles d’usage).

			Exemple

			(AB) – (A,B) – [AB] désignent chacun des entités mathématiques différentes : (AB) désigne une droite, (A,B) un couple et [AB] un segment.

			L’usage abusif des symboles logiques est à proscrire (préférez écrire « si et seulement si » plutôt qu’utiliser le symbole d’équivalence logique « ⇔ »).

			Et surtout ne mélangez pas les genres : ne confondez pas écriture mathématique (qui utilise des symboles) et style télégraphique (qui utilise parfois ces mêmes symboles dans un souci d’économie d’écriture).

			Exemple : Il est légitime d’écrire « (AB)//(CD) », ce qui signifie que la droite (AB) est parallèle à la droite (CD). Mais il n’est pas légitime d’écrire « les deux droites sont // ». 

			Vous trouverez mis en application tous les conseils que nous venons de vous prodiguer dans le corrigé du sujet 0 à télécharger sur [image: ] : Lea.fr > Devenir enseignant > Préparer le CRPE.

			Bonne préparation !



			
				
					1. Voir l’arrêté du 25 janvier 2021, JORF n° 0025 du 29 janvier 2021 : https://www.legifrance.gouv.fr/jorf/id/JORFTEXT000043075701 

				
			

		


		
			1. Les Nombres

		


				
			

		
			Je m’évalue

			
		


					[image: ]
				



		
			Vrai ou faux ?

			1. [image: ] = 0,333

			 

			2. [image: ]

			 

			3. 5 est un nombre décimal.

			 

			4. 4 est le nombre de centaines de 3 456.

			 

			5. [image: ]

			 

			6. [image: ] × [image: ] = 0

			 

			7. [image: ] est une fraction décimale.

			 

			8. [image: ] est plus grand que [image: ].

			 

			9. Le tour du cercle mesure environ trois fois son rayon.

			10. [image: ]

			 

			 

			[image: ]

			 

			
				
						N’oublions pas !

					

					
						[image: ]
					

					
						Un chiffre est un signe d’écriture (un symbole) utilisé seul ou en combinaison pour représenter des nombres.



				

			

		


		
			Je révise


				
					[image: ]
				

			

			

		

		
			A – Les nombres entiers naturels : l’ensemble ℕ

 

			1. À quoi servent les nombres ?

			
				
					[image: ]
				

			

			Depuis des temps immémoriaux, les hommes utilisent les nombres.

			 

			– Pour représenter des quantités d’objets de toute nature :

			Ex : Jean, le berger, a 25 moutons dans son troupeau.

			C’est l’aspect cardinal du nombre.

			 

			– Pour indiquer une position ou un rang :

			Ex : Noémie est arrivée troisième du marathon de Paris.

			C’est l’aspect ordinal du nombre.

			 

			– Pour exprimer une mesure :

			Ex : Le segment [AB] mesure 6 cm.

			Ex : La distance de Paris à Lyon est d’environ 500 km.

			 

			– Pour exprimer une valeur ou un prix :

			Ex : La brioche coute 3 euros.

			Ex : Un calot vaut cinq billes.

			 

			– Pour se repérer et coder :

			Ex : Les numéros de téléphone.

			Ex : Les plaques minéralogiques des voitures.

			 

			2. Les Numérations

			◆ Écriture chiffrée des nombres

			
				
					[image: ]
				

			

			Chacune des grandes civilisations qui ont laissé une empreinte dans l’histoire (égyptienne, romaine, etc.) a développé un système particulier d’écriture des nombres.

			 

			
				
					[image: ]
				

			

			Actuellement, dans une large partie du monde, pour écrire les nombres, on utilise :

			– les chiffres arabes : 	1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0 ;

			– et des règles d’écriture.

			 

			Ces chiffres et ces règles constituent une numération, c’est-à-dire une façon d’écrire les nombres.




			[image: ] Sur [image: ]

			1.1 L’histoire universelle des chiffres (G. Ifrah)
1.2 Les numérations
1.3 L’histoire du zéro



		


			 

			Notre numération actuelle est appelée « la numération décimale de position ». Décimale parce que la logique d’écriture des nombres s’appuie sur des groupements de dix.

			 

			Si dans une collection je peux faire trois paquets de cent, deux paquets de dix et qu’il me reste cinq unités, j’écrirais que la collection comporte 325 objets.
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							d

						
							
							u

						
					

					
							
							3

						
							
							2

						
							
							5

						
					

				
			

			 

			
				
					[image: ]
				

			

			Dans l’écriture du nombre, la valeur associée à chacun des chiffres est fonction de sa position dans l’écriture du nombre. Chaque fois que l’on franchit un rang vers la gauche, le chiffre représente une valeur dix fois supérieure à son voisin de droite immédiat.

			 

			Ex : pour le nombre qui s’écrit 234 :

			4 est le chiffre des unités.

			3 est le chiffre des dizaines.

			2 est le chiffre des centaines.

			Et donc : 234 = 2 × 100 + 3 × 10 + 4 = 200 + 30 + 4

			 

			On appelle cette écriture la décomposition canonique du nombre 234. Et on « lit » et on écrit : deux cent trente-quatre.

			 

			Dans le cas général :

			Pour un nombre quelconque qui comporterait 5 chiffres, on écrit :

			[image: ] = e + 10d + 100c + 1 000b + 10 000a

			 

			
						Astuce

					

				
					
						[image: ]
					

					
					
						Pour ne pas avoir à calculer le rang du premier chiffre à gauche, on commence l’écriture de la décomposition canonique du nombre par la droite.



				

			

			 

			Et si on utilise les puissances de 10, cela devient encore plus simple :

			[image: ] = e × 100 + d × 101 + c × 102 + b × 103 + a × 104

			 

			La numération décimale procède par paquets de dix pour écrire les nombres en chiffres.

			 

			Ex :

			On cherche un nombre N de trois chiffres.

			Le chiffre des dizaines est le double du chiffre des unités.

			Le chiffre des centaines est le même que le chiffre des unités.

			La somme des trois chiffres est égale à 8.

			Quel est ce nombre ?




			[image: ] Sur [image: ]

			1.4. Abaques et multibase



		


			 

			Résolution :

			Comme le nombre cherché comporte trois chiffres, on écrit :

			N = [image: ] = c + 10 × b + 100 × a

			 

			a, b et c sont des chiffres (a ne peut pas être égal à zéro sinon le nombre n’aurait que deux chiffres).

			On sait que :

			b = 2 × c (le chiffre des dizaines est le double du chiffre des unités)

			a = c (le chiffre des centaines est égal au chiffre des unités)

			a + b + c = 8 (la somme des chiffres est égale à 8)

			 

			On peut en déduire que :

			c + 2c + c = 8 (on a remplacé a et b dans l’égalité juste au-dessus par leur valeur en fonction de c)

			
				
					[image: ]
				

			

			soit 4c = 8 et donc c = 2

			d’où a = 2 et b = 4

			et enfin N = 242

			 

			◆  Écriture littérale ou énoncé des nombres

			Si la numération décrite ci-dessus est une numération régulière qui suit toujours les mêmes règles, il n’en va pas de même pour l’écriture des nombres en lettres et la façon de les dire.

			Ex : le champ numérique (étendue de nombres) de 11 à 19 :

			En numération écrite chiffrée, les nombres s’écrivent régulièrement avec deux chiffres, le premier est un 1 et s’ensuit le deuxième chiffre qui va croissant :

			11 – 12 – 13 – 14 – 15 – 16 – 17 – 18 – 19

			La règle est toujours la même :

			– Le premier chiffre à gauche est un 1, il représente une dizaine.

			– Le second chiffre à droite représente les unités, il augmente de un en un.

			– Les nombres comportent une dizaine et une unité, puis une dizaine et deux unités, etc.

			 

			Mais lorsqu’on les écrit en lettres ou lorsqu’on les dit, on constate que les premiers de ces nombres – 11, 12, 13, 14, 15, 16 – s’écrivent chaque fois avec un mot nouveau : onze, douze, treize, quatorze, quinze, seize.

			Il n’y pas de règles, chaque nouvelle quantité est désignée par un mot nouveau.

			Mais ensuite les nombres 17, 18, 19 s’énoncent en faisant une concaténation (juxtaposition) de mots déjà utilisés antérieurement dans la suite des nombres : dix-sept, dix-huit, dix-neuf.

			 

			Ceci est un exemple qui illustre le fait que pour écrire en lettres ou dire les nombres, les règles sont changeantes.

			 

			Pour écrire en lettres ou dire les nombres, on utilise une numération qualifiée d’hybride.




			[image: ] Sur [image: ]

			1.5 Résolutions d’autres exemples



		


			 


				
					[image: ]
				

			

			L’usage simultané de deux types de numérations différents, l’un pour écrire les nombres en chiffres et l’autre pour les écrire en lettres ou les dire, constitue un obstacle majeur pour les apprentissages du nombre au cycle 2.

			 

			◆ Écrire et lire les grands nombres

			Pour faciliter la lecture des nombres, on organise leur écriture chiffrée, en classes.

			Une classe comporte trois chiffres : un pour les centaines, un pour les dizaines et un pour les unités.

			Par exemple le nombre 123456789 s’écrit 123 456 789.
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							1

						
							
							2

						
							
							3

						
							
							4

						
							
							5

						
							
							6

						
							
							7

						
							
							8

						
							
							9

						
					

				
			

			 

			Ainsi ce nombre se lit : 123 millions 456 mille 789 (unités).

			 

			Au-delà des millions, on trouve la classe des milliards (ou des billions pour les Anglo-Saxons). Au-delà, on utilise plutôt l’écriture scientifique des nombres en mobilisant les puissances de 10 (cf. Chapitre 3 sur grandeurs et mesures).

			 

			◆ Chiffre ou nombre ?

			Considérons le nombre 234. Nous savons quel est son chiffre des dizaines, c’est 3. Mais quel est le nombre de dizaines de 234 ? Pour répondre à cette question, nous pouvons utiliser la décomposition canonique de 234 :

			234 = 2 × 100 + 3 × 10 + 4 = 200 + 30 + 4

			Soit encore : 234 = 23 × 10 + 4

			Ainsi, il apparait que le nombre de dizaines de 234 est 23.

			 

			Quel est le nombre de centaines de 234 ?

			234 = 2 × 100 + 34

			Le nombre de centaines de 234 est 2, comme son chiffre des centaines !

			 

			◆ Les chiffres sont-ils des nombres comme les autres ?

			5 est-il un chiffre ou un nombre ?

			5 est un chiffre si je le considère dans sa fonction d’écriture des nombres.

			5 est un nombre lorsqu’il me sert à indiquer une quantité, une mesure, une valeur, etc.

			5 est donc un chiffre et un nombre.




			[image: ] Sur [image: ]

			1.6 Numération en Asie



		


			 

			◆ Les numérations de position de base quelconque

			
				
					[image: ]
				

			

			La numération décimale de position utilise une base dix (on procède par groupements de dix, ce qui est naturel puisque nous avons dix doigts de la main) et elle utilise pour écrire tous les nombres uniquement les dix chiffres.

			
			 

			On peut imaginer une numération de position qui n’utiliserait que cinq chiffres et procéderait par groupement de cinq.

			Attention : les numérations de position, quelle que soit leur base, nécessitent l’utilisation d’un zéro (cf. l’histoire du zéro).

			
				
					[image: ]
				

			

			 

			Ex : voici une collection de points.

			Combien y en a-t-il ?

			Pour dénombrer la collection, on peut procéder par comptage en utilisant notre système décimal et on trouve 1 paquet de dix et trois unités, et on écrit 13.


				
					[image: ]
				

			

			 

			En base Cinq dans laquelle on utiliserait les cinq chiffres 0, 1, 2, 3, 4, on a 2 paquets de cinq et trois unités.
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			La même quantité d’objets s’écrit donc en base 5 : [image: ]5

			Lorsque la base n’est pas la base 10 (base habituelle), on l’indique en indice.

			
				
					[image: ]
				

			

			On a donc 13 = [image: ]5

			En effet : [image: ]5 = 3 + 2 × 5 = 3 + 10 = 13.

			 

			3. L’ensemble ℕ

			◆  Les ensembles en mathématiques

			En mathématiques, les ensembles sont représentés par des diagrammes de Venn (autrement appelés « patates »), chaque « patate » est nommée par une lettre majuscule :


			 

			[image: ]




			[image: ] Sur [image: ]

			1.7 La base dix
1.8 Autres exemples de changement de base



		

 

			Ici, nous avons représenté deux ensembles et les avons appelés A et B. Ces deux ensembles ont une intersection.

			A∪B désigne l’ensemble qui réunit tous les éléments de A ou de B (un ensemble ne peut pas comporter deux fois le même élément).

			A ∩ B (on lit A inter B) désigne l’ensemble des éléments qui appartiennent à la fois à l’ensemble A et à l’ensemble B.

			 

			Ex : Dans un lycée, tous les élèves étudient au moins une langue étrangère. 25 élèves étudient l’anglais, 24 étudient l’allemand, et 6 élèves étudient l’allemand et l’anglais. Combien y a-t-il d’élèves qui étudient l’anglais ou l’allemand ?

			A est l’ensemble des élèves qui étudient l’anglais. B est l’ensemble des élèves qui étudient l’allemand (cf. schéma ci-avant).

			On écrit : Card A = 25 et Card B = 24,

			Card A ∩ B = 6.

			 

			Cet exemple permet d’illustrer ce qui est une règle générale :

			Card A ∪ B = Card A + Card B – Card A ∩ B

			Il y a : (24 + 25 – 6) ou (19 + 6 + 18) soit 43 élèves qui étudient l’anglais ou l’allemand.

			Card A signifie cardinal de A ou encore nombre d’éléments de l’ensemble A.

			 

			◆ L’ensemble ℕ

			L’ensemble des entiers naturels est nommé ℕ. Tout nombre entier naturel peut être comparé à n’importe quel autre et l’on peut décider lequel est supérieur. De ce fait, on dit que l’ensemble des entiers naturels est totalement ordonné.

			Plutôt que de le représenter par un diagramme de Venn, on utilise une droite graduée :

			 

			[image: ]

			 

			Les nombres sont nettement séparés les uns des autres.

			Tout nombre a un successeur et un prédécesseur (sauf zéro).

			L’ensemble des entiers naturels constitue un univers discret.

			 

			◆  Les opérations dans ℕ

			(cf. chapitre arithmétique)

			 

			B – Les nombres rationnels

			


			1. Les fractions proportions

			Dans l’Égypte antique, la fraction apparait sous la forme [image: ]. L’unité qui était une entité non sécable devient partageable. On peut partager 1 en autant de parts que l’on souhaite. Les fractions égyptiennes sont dites fractions unitaires.

			Le hiéroglyphe en forme de bouche ouverte, qui signifie partie, était utilisé pour représenter le numérateur 1 :

			 

			[image: ]

			 

			Les fractions étaient écrites avec ce hiéroglyphe dessus et le dénominateur en dessous. Ainsi [image: ] était écrit :

			 

			[image: ]

			 

			
				
					[image: ]
				

			

			Puis, les Égyptiens écrivirent tout type de fraction en la décomposant en somme de fractions unitaires :

			
			Par exemple [image: ].

			 

			À l’origine, la fraction n’est pas un nombre mais une proportion d’une entité qui peut être inférieure ou supérieure à l’entité même.


				
					[image: ]
				

			

			Ex : J’ai mangé les [image: ] de la tarte (entité).

			 

			Ou bien : j’ai mangé [image: ] de pizzas.

			 

			[image: ]

			ou

			[image: ]




			[image: ] Sur [image: ]

			1.9 L’œil d’Horus



		


 

			Ou la fraction peut être aussi un opérateur sur une quantité.

			Ex : J’ai mangé les [image: ] de la plaque de chocolat. Combien ai-je mangé de carrés de chocolat ?

			[image: ]

			J’ai donc mangé 12 carrés de chocolat.

			Des fractions différentes peuvent être équivalentes : elles représentent la même proportion.

			[image: ]

			Les proportions [image: ] et [image: ] sont équivalentes.

			Par commodité, dans les calculs, on utilisera de préférence les fractions irréductibles, il est alors nécessaire de savoir simplifier les fractions :

			Ex : [image: ]

			 

			La fraction [image: ] est irréductible. (Pour plus de précisions, cf. chapitre 3)

			 

			2. Les fractions nombres

			L’ensemble des fractions est un ensemble totalement ordonné.

			Les fractions peuvent être comparées.

			Ex : [image: ] est supérieur à [image: ]

			En effet [image: ]

			[image: ]

			La proportion [image: ] est supérieure à la proportion [image: ].

			Donc [image: ].

			
				
					[image: ]
				

			

			Les fractions équivalentes qui représentent la même proportion deviennent des fractions égales.

			On prolonge l’ensemble ℕ et on place les fractions sur la droite numérique.

			[image: ]

			 

			3. Les fractions décimales, le système métrique

			Parmi toutes ces fractions, au cours de l’histoire, certaines vont prendre une importance toute particulière avec la large utilisation du système métrique pour les mesures des grandeurs en lien avec la numération décimale de position.

			1. On appelle fraction décimale, une fraction dont le dénominateur est 10, 100, 1 000, etc.

			[image: ]

			2. Lecture des fractions décimales :

			[image: ]

			3. Graduer une droite avec des fractions :

			[image: ]

			Ex : Une pièce métallique a une épaisseur de 1 cm et 3 dixièmes de cm et 2 centièmes de cm.

			Elle mesure : 1 cm + [image: ].




			[image: ] Sur [image: ]

			1.10 Le guide âne



		

			4. Les nombres décimaux

			Dans son court traité, La Disme, Simon Stevin (1548-1620) s’adresse aux utilisateurs de mathématiques pour leur proposer une nouvelle écriture décimale des nombres qu’ils manipulent afin de faciliter leurs calculs.

			Ce faisant, les techniques de calcul sont ramenées à celles des entiers. On peut donc voir en Stevin le véritable créateur des nombres décimaux.

			Il propose à chaque corps de métier d’utiliser des unités formant un système décimal : idée novatrice qui ne commencera à être généralisée que deux siècles plus tard ! Néanmoins cet opuscule eut un grand succès auprès des praticiens.

			 

			Number: 184.54290

			Simon Stevin’s notation: 184  ⓪  5  ①  4  ②  2  ③  9  ④  0

			 

			Vers 1615, Neper, l’inventeur des logarithmes, propose pour l’écriture décimale des nombres, de séparer la partie entière de la partie décimale par un point ou une virgule, comme nous le faisons aujourd’hui.

			 

			[image: ]

			 

			La mesure de l’épaisseur de la pièce métallique passe de l’écriture 1 cm + [image: ] à l’écriture : 1,32 cm.

			 

			5. Les nombres rationnels

			◆  L’ensemble ℚ

			Nous avons vu précédemment que les fractions forment un ensemble totalement ordonné.

			Comme on peut définir dans cet ensemble les mêmes opérations que dans l’ensemble des entiers naturels, l’addition, la soustraction, la multiplication et la division, on peut donc dire que les fractions sont des nombres.

			Deux tiers n’est plus seulement une proportion d’entité, c’est un nombre. L’écriture [image: ] doit être vue comme un nombre.

			 

			Tout nombre qui peut s’écrire sous la forme du quotient de deux entiers est appelé nombre rationnel.

			L’ensemble des nombres rationnels est noté ℚ (comme quotient).

			 

			Comme nous l’avons vu précédemment :

			– Tous les entiers sont des rationnels :

			Ex : 4 = [image: ]

			 

			– Tous les décimaux sont des rationnels :

			Ex : 2,35 = 2 + [image: ] + [image: ] = [image: ]

			 

			◆  Les rationnels non décimaux : écriture décimale périodique illimitée

			Mais attention, tous les rationnels ne sont pas des décimaux ou des entiers. C’est-à-dire qu’il existe des nombres rationnels que l’on ne peut pas écrire avec une partie entière et une partie décimale comportant un nombre fini de chiffres après la virgule.

			Ex : [image: ] n’est pas un nombre décimal. Son écriture décimale à virgule peut être obtenue en faisant la division décimale de 1 par trois :

			[image: ] = 0,33333…

			 

			La division est sans fin, il y a toujours un reste non nul.

			 

			Par convention, on écrit ce genre de nombres avec une partie décimale périodique illimitée (ici période 3) de la façon suivante : 1,[image: ].

			 

			Ex : 2,[image: ] = 2,4545454545…

			 

			Ces écritures n’étant pas pratiques, on doit savoir transformer une écriture décimale périodique en écriture fractionnaire irréductible.

			Ex : Soit le nombre 2,[image: ].

			Appelons ce nombre x.

			On a :

			x = 2,[image: ]

			100x = 245,[image: ]

			D’où 100x – x = 245,[image: ] – 2,[image: ]

			Soit 99x = 243

			Et donc x = [image: ]

			
				
					
				

			

			[image: ] Le nombre qui s’écrit 2,[image: ] peut aussi s’écrire [image: ].




			[image: ] Sur [image: ]

			1.11 Autres exemples en vidéo



		

 

			Additionner et soustraire des nombres rationnels

			 

			– Les fractions ont le même dénominateur :

			
				
					[image: ]
				

			

			 

			 

			On garde le même dénominateur et on additionne les numérateurs.

			 

			– Les fractions n’ont pas le même dénominateur :

			
				
					[image: ]



			 

			 

			Pour additionner ou soustraire des fractions qui n’ont pas le même dénominateur, il faut d’abord réduire toutes les fractions au même dénominateur, et ensuite procéder comme précédemment.

			 

			Ex :

			[image: ]

			 

			1re étape : recherche du dénominateur commun le plus simple.

			C’est un multiple commun de 8 et de 4.

			Autant choisir le plus petit.

			Le plus petit commun multiple (ppcm) de 4 et 8 est 8.

			 

			Transformer les équations qui doivent l’être : [image: ]

			 

			[image: ]

			Multiplier et diviser les nombres rationnels

			 

			– La multiplication de nombres rationnels :

			 

			[image: ]

			 

			Cet exemple illustre ce qui va devenir la règle pour multiplier deux fractions entre elles : effectuer le produit de deux fractions, c’est prendre successivement les deux proportions représentées par ces fractions.

			En pratique : on multiplie les numérateurs entre eux, on multiplie les dénominateurs entre eux, on simplifie.

			Plutôt que d’effectuer tous les produits, il est préférable d’anticiper les simplifications à venir.

			Ex : [image: ]

			 

			– La division de nombres rationnels :

			 

			Pour diviser par une fraction, on multiplie par son inverse.

			
				
					[image: ]
				

			

			Ex : [image: ]

			


			[image: ] Sur [image: ]

			1.12 Calcul avec les fractions



		

			 

			C – Les nombres irrationnels

			 

			1. Les grandeurs incommensurables

			
				
					[image: ]
				

			

			Parmi les nombres irrationnels, [image: ] fut le premier à être découvert.

			 

			Si un carré mesure 1 m de côté, combien mesure sa diagonale ?

			 

			La résolution de ce problème a longtemps posé difficulté. Aucun nombre rationnel ne faisait l’affaire. Les Grecs disaient que la diagonale et le côté du carré sont des grandeurs incommensurables (qui ne peuvent être mesurées avec la même unité aussi petite soit-elle).

			Pythagore vint apporter sa pierre :

			La mesure de la diagonale est le nombre dont le carré est 2.

			Notons-le provisoirement [image: ].

			Il fut ensuite montré que ce nombre [image: ] n’était pas rationnel, on le qualifia d’irrationnel et on continua de le noter [image: ].

			On venait de découvrir de nouveaux nombres qui devaient trouver leur place sur la droite numérique déjà densément peuplée.

			
				
					[image: ]
				

			

			 

			On trouve dans des temps très anciens des approximations du nombre [image: ], par exemple à Babylone, en base 60 :

			1 + [image: ] 1,4142129

			 

			La pièce date de 1700 av. J.-C. à un siècle près.

			Elle représente un carré avec ses deux diagonales, accompagnées d’une longue série de nombres marqués avec le sceau de Babylone, en base 60. Les chercheurs affirment que ces données numériques correspondent à une approximation de [image: ] avec les six premières décimales.

			 

			2. Les radicaux

			 

			On appelle racine carrée de a (a ≥ 0) le nombre positif ou nul tel que son carré est égal à a.

			([image: ])2 = a

			 

			Le signe [image: ] (radical) ne doit pas être considéré comme un opérateur qui signifierait que l’on peut calculer le nombre dont le carré est a, mais comme un signe de numération qui permet d’écrire des nombres que les seuls chiffres ne permettent pas d’écrire.

			On peut écrire [image: ] mais écrire simplement 2, c’est mieux.

			En revanche, il n’y a pas moyen d’écrire autrement le nombre dont le carré est 3 qu’en utilisant le radical [image: ].

			Radical → [image: ] ←Radicande

			On lit : racine carrée de TROIS ou plus simplement racine de trois.

			 

			Mais il existe des racines de tous ordres, par exemple :

			L’écriture [image: ] désigne le nombre dont le cube est 3, on le lit racine cubique de trois.

			 

			Pour certains nombres, le symbole [image: ] placé devant représente une surcharge d’écriture inutile. On préfère écrire 15 plutôt que [image: ]. Ces nombres sont appelés des carrés parfaits, ce sont les carrés des nombres entiers (liste à connaitre par cœur !) :

			1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 196, 225, 256, etc.

			Les conventions : pour faciliter les calculs, on cherche toujours à simplifier le plus possible les écritures des nombres irrationnels, et pour cela, on utilise les carrés parfaits dans des décompositions multiplicatives des nombres.

			Ex : [image: ] = [image: ] = [image: ] × [image: ] = 4 × [image: ] = 4[image: ]

			 

			[image: ] = [image: ] = [image: ] × [image: ] = 5[image: ]

			 

			3. Tracer des segments de mesures irrationnelles

			Les mesures irrationnelles ne peuvent pas être tracées avec la règle graduée puisque celle-ci est graduée en utilisant les nombres décimaux. Les mesures irrationnelles doivent être construites géométriquement.

			Voici un outil dont l’usage en la circonstance se révèle bien pratique : le colimaçon.

[image: ]

			
			
			 

			On commence par tracer un triangle rectangle de côté 1.


				
					[image: ]
				

			

			
			Sa diagonale mesure [image: ].

			 

			À partir de cette diagonale, on trace un triangle rectangle dont le deuxième côté mesure 1, ainsi sa diagonale mesure [image: ].


				
					[image: ]
				

			

			Et ainsi de suite, la figure ci-dessus a été tracée jusqu’à obtenir un segment dont la mesure est [image: ].

			4. Opérations avec les nombres irrationnels

			◆  Multiplication

			On démontre et nous pouvons admettre que le produit d’un rationnel par un irrationnel est un irrationnel.

			 

			Des exemples que l’on peut généraliser :

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			 

			◆  Addition, soustraction

			Lorsque les nombres ont le même radicande, l’addition a un sens très simple : une racine de trois plus une racine de trois égale deux racines de trois. On écrit :

			[image: ] + [image: ] = 2[image: ]

			 

			Mais qu’en est-il lorsque les radicandes des deux nombres sont différents ?

			[image: ] + [image: ] = ?

			D’abord remarquons que [image: ] + [image: ] ≠ [image: ].

			Pour le vérifier, on peut utiliser le colimaçon, on peut aussi, mais c’est moins rigoureux si l’écart est infime, utiliser les approximations décimales :

			Il est utile de connaître les approximations décimales à 10–3 des nombres [image: ] et [image: ] :

			[image: ] = 1,414 à 10–3 près

			[image: ] = 1,732 à 10–3 près

			1,414 + 1 732 = 3,146 or [image: ] est nécessairement plus petit que 3.

			 

			[image: ] + [image: ] = [image: ] + [image: ], voilà tout.

			 

			Un autre exemple :

			[image: ] + [image: ] = ?

			Doit-on laisser cela en l’état ? Pour sûr non !

			[image: ] = 5[image: ]

			[image: ] = 3[image: ]

			 

			
				
					[image: ]
				

			

			Donc : [image: ] + [image: ] = 5[image: ] + 3[image: ] = 8[image: ]

			 

			La connaissance de la liste des carrés parfaits qui permet de simplifier les nombres irrationnels est indispensable.




			[image: ] Sur [image: ]

			Tutoriel 1



		

			◆  Division par un nombre irrationnel

			
				
					[image: ]
				

			

			Calculer avec des nombres irrationnels signifie bien souvent simplifier ou adopter une écriture conventionnelle :

			 

			Convention : ne jamais laisser un radical au dénominateur d’un quotient (toujours dans le but de faciliter les calculs ou les approximations).

			 

			1er cas fréquent le plus simple :

			[image: ]

			 

			Dans ce cas,  on multiplie numérateur et dénominateur par le même nombre, ce qui ne change pas la valeur du quotient et qui permet d’éliminer le radical dans l’écriture du dénominateur.

			 

			2e cas assez fréquent :

			[image: ]

			 

			Dans ce cas, on multiplie le numérateur et le dénominateur par la quantité conjuguée du dénominateur.

			 

			Lorsque le dénominateur se présente sous la forme a + [image: ], sa quantité conjuguée est 
a – [image: ], et inversement.

			Lorsque le dénominateur se présente sous la forme [image: ], sa quantité conjuguée est [image: ], et inversement.

			Ces deux quantités multipliées entre elles font apparaitre une identité remarquable du type (a + b) (a – b) = a2 – b2.

			Ainsi les radicaux sont éliminés de l’écriture du dénominateur, la valeur du quotient reste inchangée.




			[image: ] Sur [image: ]

			Compléments tutoriel 2



		


			 

			D. Les nombres réels

			
				
					[image: ]
				

			

			 

			Le nombre π, parfois appelé constante d’Archimède, est le rapport constant de la circonférence d’un cercle à son diamètre. C’est aussi le rapport de l’aire d’un disque par le carré de son rayon.

			Soit C la mesure de la circonférence du cercle et A l’aire du disque de centre O, de rayon r et de diamètre d, on a :

			C = 2πr = πd

			 

			A = πr2

			En calculant le rapport entre le périmètre d’un cercle et son diamètre, Archimède s’aperçut qu’on trouvait toujours le même nombre, à quelques décimales près.

			La notation π correspond à la 16e lettre de l’alphabet grec par laquelle Archimède désignait la longueur de la circonférence « περιμετροε » (périmètre).

			Le nombre π s’écrit avec un nombre infini de décimales sans suite logique, c’est un nombre irrationnel.

			 

			Les différentes valeurs approximatives de π

			Dans la pratique, le nombre 3,14 est souvent utilisé comme valeur de π. C’est une valeur approchée par défaut à 10–2 près.

			Il est parfois plus aisé de retenir la fraction [image: ] ou [image: ] comme valeurs approchées de π.

			
						Vrai ou faux ?



				
					[image: ]
				

			

			 

			
				
					
						[image: ]
					

					
						On entend parfois dire qu’une valeur approchée de π est « trois quatorze cent seize ».

					

					
				

			


			 

			Il existe de nombreux autres nombres qui comme π ont des écritures décimales illimitées non périodiques, dont le célèbre nombre de Néper noté e.

			 

			Tous ces nombres irrationnels réunis aux nombres rationnels forment l’ensemble des nombres réels noté ℝ.




			[image: ] Sur [image: ]

			1.13. Histoire de π
1.14 Histoire, le nombre d’or



		


			 

			[image: ]

			 

			
						L’ai-je bien lu ?



				

				
					[image: ]
				

			

			
				
					
						[image: ]
					

					
						20 questions supplémentaires pour vérifier que j’ai bien révisé.

					

					
			

		




			[image: ] Sur [image: ]

			1.15 Fiches vrai/faux révisions



		


		
			Je m’entraIne

			
			
				
					[image: ]
				

			

		



 

		
			Énoncés

			 

			◆ Exercice 1 (CRPE 2022 GRPT 3)

			Pour chacune des questions, une seule des quatre réponses proposées est exacte. Donner la bonne réponse en la justifiant.

			
				
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							Questions :

						
							
							A

						
							
							B

						
							
							C

						
							
							D

						
					

					
							
							4. [image: ] est…

						
							
							un nombre

							réel mais n’est pas

							un nombre

							rationnel.

						
							
							un nombre rationnel mais n’est pas un nombre décimal.

						
							
							un nombre décimal mais n’est pas un nombre entier.

						
							
							un nombre entier.

						
					

					
							
							5. Le quart de [image: ] est…

								

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
					

					
							
							6. [image: ] × 5 + 5 × [image: ] est égal à …

						
							
							5

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
					

				
			

			 

			◆ Exercice 2

			1. Existe-t-il un entier naturel à deux chiffres qui soit égal au double de la somme de ses chiffres ?

			2. Existe-t-il un entier naturel à deux chiffres qui soit égal à la somme de ses chiffres ?

			 

			◆ Exercice 3

			Écrire le nombre rationnel 4,[image: ] sous la forme d’une fraction irréductible.

			 

			◆ Exercice 4

			1. Écrire en base 5 le nombre 392.

			2. Écrire dans le système décimal le nombre [image: ]5

			 

			◆ Exercice 5

			Parmi les nombres suivants, quels sont ceux qui sont des nombres décimaux ?

			[image: ] ; 2,[image: ] ; 3π ; 35,4 ; [image: ] ; 2

			 

			Corrigés

			 

			◆ Exercice 1

			4. [image: ] est un nombre décimal mais n’est pas un nombre entier car le dénominateur est de la forme [image: ].

			En effet [image: ].

			La bonne réponse est C.

			5. Le quart de [image: ] est égal à [image: ] 

			La bonne réponse est D.

			6. [image: ]

			La bonne réponse est A.

			 

			◆ Exercice 2

			1. [image: ] = 10a + b = 2 (a + b)

			10a + b = 2a + 2b

			8a = b

			Seul 18 correspond.

			18 = 2 × (1 + 8)

			2. 10a + b = a + b

			9a = 0

			Impossible

			 

			◆ Exercice 3

			Soit x = 4,[image: ]

			100x = 445,[image: ]

			100x − x = 99x = 441

			x = [image: ]

			 

			◆ Exercice 4

			
			1. Écrire en base 5 le nombre 392.

			392 = [image: ]5

			2. Écrire dans le système décimal le nombre [image: ]5.

			[image: ]5 = 2 + 4 × 5 + 3 × 52 = 2 + 20 + 75 = 97


				
					[image: ]
				

			

			 

			◆ Exercice 5

			[image: ] ; 2,[image: ] ; 3π ; 35,4 ; [image: ] ; 2

			 

			[image: ] ; 35,4 ; [image: ] et 2 sont des nombres décimaux.

		

		
			[image: ]

			[image: ] Sur [image: ]

			Corrigés développés et exercices complémentaires

[image: ]

		


		
			2. Arithmétique : les opérations dans ℕ

		


				
			

		
			Je m’évalue

			
		


					[image: ]
				



		
			Vrai ou faux ?

			1. 27 est un nombre premier.

			2. 1 est le plus petit des nombres premiers.

			3. Le produit du PPCM et du PGCD de deux nombres est égal au produit de ces deux nombres.

			4. Diviser par un demi revient à multiplier par deux.

			5. Dans une division euclidienne, le reste est toujours strictement inférieur au dividende.

			6. Le carré d’un nombre est toujours supérieur à ce nombre.

			7. Le carré du carré, c’est le cube.

			8. 111 111 111 est divisible par 11.

			9. Si le reste de la division euclidienne d’un nombre a par 9 est égal à 8 alors le nombre (a + 1) est un multiple de 9.

			10. Le double de 2n est égal à 2n+1.

			 

			[image: ]

		


Je révise



[image: ]









A – Les opérations dans ℕ

 

Dans l’ensemble des entiers naturels, on peut définir les 3 opérations suivantes :

– l’addition,

– la soustraction,

– la multiplication.

 

La division est définie dans ℕ privé de 0 et le résultat associé n’est pas nécessairement un nombre entier.

1. L’addition



[image: ]




L’addition est une relation qui à tout couple d’entiers, appelés termes, associe l’entier naturel appelé somme.

	(a, b) → a + b

 

◆ Propriétés

– La commutativité : on peut permuter l’ordre des termes dans une addition, cela ne change pas la somme.

 a + b = b + a

 

– L’associativité : les parenthèses sont des symboles de priorité de calcul. Quelle que soit la façon dont on mène le calcul, on aboutit toujours à la même somme :

 a + (b + c) = (a + b) + c = a + b + c

 



[image: ]




– L’élément neutre :

Le nombre 0 est l’élément neutre pour l’addition :

 a + 0 = 0 + a = a

 

2. La soustraction



[image: ]




La soustraction est une relation qui à tout couple d’entiers (a, b) tels que a ⩾ b associe le nombre entier naturel a – b appelé écart ou différence.

Les nombres a et b sont aussi appelés les termes de la soustraction.





[image: ] Sur [image: ]

2.1 Table de Pythagore
2.2 0 Chiffre ou nombre ?
2.3 Les deux sens de la soustraction





◆ Propriétés

La soustraction ne possède pas les mêmes propriétés que l’addition.

Elle n’est ni commutative ni associative.

Ce qu’il faut retenir :

 

Si a – b = c alors a = b + c

Ex :

8 – 3 = 5 d’où 8 = 5 + 3

 


Astuce





[image: ]



Au cycle 2, pour effectuer des calculs de soustraction on utilise parfois cette propriété :

Calculer 8 – 5 = revient à déterminer le nombre tel que : 

5 + . = 8

On parle d’addition à trou.







 

3. La multiplication

La multiplication est une relation qui à tout couple d’entiers appelés facteurs, associe le nombre entier appelé produit.

(a, b) → a × b

 

Le produit peut être lu : a multiplié par b, ou a fois b.

L’expression a fois b renvoie à l’égalité :

[image: p37]



[image: ]




b est appelé le multiplicande et a le multiplicateur.

 

◆ Propriétés

– Commutativité : la multiplication est commutative, le produit ne change pas si on permute l’ordre des facteurs :

a × b = b × a

[image: p37]

 

– Associativité : les parenthèses sont des symboles de priorité de calcul. Quelle que soit la façon dont on mène le calcul, on aboutit au même produit :

(a × b) × c = a × (b × c)

Ex :

(3 × 2) × 4 = 6 × 4 = 24

Et 3 × (2 × 4) = 3 × 8 = 24

 

D’où l’égalité : (3 × 2) × 4 = 3 × (2 × 4)




[image: ] Sur [image: ]

2.4 Pour le sens de multiplié



 

– L’élément neutre 1 : pour tout nombre entier naturel a :

a × 1 = 1 × a = a




 

Le nombre 1 est appelé élément neutre de la multiplication.

– L’élément absorbant 0 :

a × 0 = 0 × a = 0

 

Le nombre zéro est appelé l’élément absorbant de la multiplication et cette propriété conduit à l’énoncé d’un théorème utile dans de nombreuses situations :

 



N’oublions pas !




[image: ]



Un produit de facteurs est nul si et seulement si l’un des facteurs est nul :

a × b = 0 si a = 0 ou b = 0







 

– Distributivité de la multiplication par rapport à l’addition : les parenthèses sont des symboles de priorité de calcul. Quelle que soit la façon dont on mène le calcul, on aboutit au même produit :

a × (b + c) = (a × b) + (a × c) = a × b + a × c

 

Cette propriété de la multiplication est également valide pour la soustraction dans ℕ :

a × (b – c) = (a × b) – (a × c) = a × b – a × c

 

◆ Puissance d’un nombre

Lorsqu’un produit est composé de facteurs tous égaux, on utilise les puissances (ou la notation « puissance »).

[image: p37]

 

On lit 3 puissance 4.

 

Deux cas particulier :

– la puissance 2 se dit « au carré » : 32 se lit 3 puissance 2 ou 3 au carré ;

– la puissance 3 se dit « au cube ».

 

4. La division euclidienne

La division euclidienne est la relation qui à tout couple d’entiers (a, b) tels que b ≠ 0 associe les nombres entiers q et r tels que :

a = b × q + r avec r < b

 

a est appelé le dividende.

b est appelé le diviseur.

q est appelé le quotient.

r est appelé le reste.

 

On utilise différents signes pour écrire la division euclidienne :

a : b ou a ÷ b voire a/b ou [image: ] 

 

B – Les différents modes de calcul

 

1. Le calcul automatisé, le calcul instrumenté

Tout type de calcul un peu complexe nécessite l’utilisation d’une mémoire de certains faits numériques de manière automatique.

Je sais de manière automatique que 2 × 3 = 6.

Cette mémoire doit au minimum contenir les faits numériques organisés que sont les « tables » : tables d’addition, tables de multiplication.

Ceci doit être su par cœur et constitue un mode de calcul automatisé.

 

En cas de défaut de cette mémoire, on peut utiliser un autre mode de calcul automatisé, le calcul instrumenté.

Les outils de calcul, comme la calculette, ont en mémoire les tables et d’autres faits numériques qui permettent d’effectuer de nombreux types de calculs plus complexes de manière automatisée.

 

2. Le calcul réfléchi

Le calcul réfléchi est un mode de calcul qui utilise une mémoire plus ou moins étendue et automatisée de faits numériques, ainsi que les propriétés des opérations à utiliser dans le calcul.

 

◆ Le calcul réfléchi mental ou calcul mental

Ex : Pour effectuer mentalement le calcul : 24 × 13.

On constate d’abord que ce calcul ne fait pas partie de la mémoire dite des « tables ».

On pourra procéder de diverses manières, en voici une :

24 × 13 = (25 – 1) × 13 = 25 × 13 – 13

On a remplacé 24 par un fait numérique simple et connu : 24 = 25 – 1.

On utilise la distributivité de la multiplication par rapport à la soustraction.

Ensuite on utilise la décomposition additive de 13 = 10 + 3.

D’où 25 × 13 = 25 × (10 + 3) = 250 + 75 = 325.

Puis 325 – 13 = 312.

Tout ce calcul peut être effectué mentalement sans aucune trace écrite.

◆ Le calcul réfléchi en ligne ou calcul en ligne

Pour ce même calcul, si nous écrivons les étapes successives que nous avons utilisées pour notre calcul mental, cela donne :

24 × 13 = (25 – 1) × 13 = 25 × 13 – 13 = 25 × (10 + 3) – 13 = 250 + 75 – 13 = 325 – 13 = 312

 

Cette ligne de calcul constitue un calcul réfléchi en ligne ou plus simplement calcul en ligne.

 

3. Les techniques opératoires les plus usitées à l’heure actuelle

◆ Addition



[image: ]




Les techniques opératoires sont des algorithmes, c’est-à-dire des méthodes toujours identiques qui permettent d’effectuer tout calcul.

 

Les différentes techniques opératoires sont fondées sur des principes de numération.

 

Elles nécessitent l’utilisation d’une mémoire de faits numériques qui se limite aux « tables ».

 

La plus simple est la technique opératoire de l’addition.

On utilise de manière implicite un tableau de numération qui met en correspondance les chiffres des mêmes unités de numération : les unités, les dizaines, les centaines.

Ensuite chaque groupement possible de dix unités de n’importe quel rang est transformé en une unité du rang supérieur (c’est le principe de la retenue).

Ex :








	
	
144





	
+


	
17





	


	
61







 

◆ Soustraction

Méthode par compensation

C’est la technique la plus répandue en France.

Elle utilise les principes de numération et la propriété de la soustraction :

a – b = (a + c) – (b + c), avec b ⩽ a

 




[image: ]



L’égalité ci-dessus s’énonce : « la différence entre deux nombres ne change pas si l’on ajoute la même quantité à chacun de ces deux nombres. » 







Ici on utilise successivement c = 10, 100, 1 000, etc., mais on n’écrit que des 1, qui ont des valeurs différentes selon les colonnes dans lesquelles ils figurent.





[image: ] Sur [image: ]

2.5 Histoire des techniques opératoires





Ex :

Calculer 567 – 389 par un calcul posé.










	
	
 5


	
16


	
17





	
–


	
3
①


	
8
①


	
9
 





	
	
1


	
7


	
8







 

Oralisation de l’opération (manière de dire en faisant)

1. On commence par les unités :

7 moins 9, on ne peut pas ; et 9 ôté de 7, on ne peut pas non plus.

2. On met une retenue :

le 1 devant le 7 pour former le nombre 17, qui est égal à 10 + 7.

Pour compenser cet ajout, on met une retenue de 1 sous le 8, le 1 dans cette colonne ayant la valeur 10.

3. On calcule la différence des « unités » : 17 – 9 = 8.

4. On passe ensuite aux dizaines : on cumule 8 et la retenue apportée par le calcul portant sur les unités, 8 et 1 font 9 ; 9 ôté de 6, on ne peut pas.

5. On met donc une retenue : on écrit 1 devant le 6, cela devient 16 et on compense cet ajout de 10 à 6 en ajoutant 1 à 3.

6. On calcule la différence des « dizaines » : 16 – 9 = 7.

7. On passe aux centaines de la même manière.

 

Méthode anglo-saxonne

Elle est fondée sur les principes de la numération de position et utilise différentes décompositions additives d’un même nombre.

 

Ex : Calculer 567 – 389.

Étapes de calcul

1. On décompose les deux termes de la soustraction :

567 = 500 + 60 + 7

= 500 + 50 + 17

= 400 + 150 + 17

389 = 300 + 80 + 9.

2. On soustrait les deux décompositions en les combinant pour avoir des termes faciles à  calculer :

567 – 389 = (500 + 60 + 7) – (300 + 80 + 9)

= (500 + 50 + 17) – (300 + 80 + 9)

= (400 + 150 + 17) – (300 + 80 + 9)

= (400 – 300) + (150 – 80) + (17 – 9)

= 100 + 70 + 8

= 178.

3. Cela conduit à l’écriture technique en colonnes :

 

[image: p41]

 

Oralisation de l’opération

Pour les unités : 7 moins 9, on ne peut pas ; 9 ôté de 7, on ne peut pas.

On prend une dizaine aux 6 de 567, il en reste 5, et on transfère cette dizaine prise, dans la colonne des unités, en écrivant 1 devant le 7. On obtient 17, qui est égal à une dizaine plus sept.

Le même principe est répété colonne après colonne.

◆ Multiplication
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La technique usuelle actuelle :

Ex : 3 254 × 259













	
	
	
3


	
2


	
5
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×
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9
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8


	
6


	
(= 9 × 3 254)





	
1


	
6


	
2


	
7


	
0


	
	
(= 5 × 3 254)





	
6


	
5


	
0


	
8


	
	
	
(= 2 × 3 254)
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Dans cette opération posée, les résultats intermédiaires sont écrits successivement les uns sous les autres, décalés à chaque fois d’un rang, puisque le premier nombre est un nombre d’unités, le deuxième un nombre de dizaines, le troisième un nombre de centaines, etc.

 

◆ Division euclidienne

La technique usuelle actuelle est la division posée en potence. Cette méthode est la plus aboutie :

Soit à diviser 2 586 par 12.

On pose la division en potence :

 

[image: p42]
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2.6 Histoire des techniques opératoires





 

Justification : on procède aux divisions euclidiennes successives.

• 2 586 contient 2 « mille ». On ne peut pas partager 2 en parts de 12.

On considère alors le nombre de centaines de 2 586, soit 25.

En 25, combien de fois 12 ? Réponse : 2 fois, 2 × 12 = 24.

On soustrait 24 à 25, mais on écrit uniquement le résultat, le calcul est mené mentalement.

Le 1 restant est 1 centaine, soit 10 dizaines, qui ajoutées aux 8 déjà présentes dans 2 586 donnent 18.

• Ce résultat (18) est en fait obtenu en disant simplement : « j’abaisse le 8 ». On divise alors 18 par 12.

• On répète ainsi le procédé jusqu’à la division par 12 d’un nombre d’unités (ici 66).

 

 

C – Multiples et diviseurs

 


N’oublions pas !
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Attention, ces deux notions (multiples, diviseurs) sont réciproques l’une de l’autre.

Les deux propositions « 2 est un diviseur de 24 » et « 24 est un multiple de 2 » sont les deux faces d’une même médaille.







 

En bonne logique : si 2 est un diviseur de 24 alors 24 est un multiple de 2.

 

1. Les multiples

• Un nombre entier N est multiple d’un nombre entier n si et seulement si il existe un entier k tel que N = k × n.

• Un nombre entier n est un diviseur de N si et seulement si N est un multiple de n.

Remarque : Les nombres 0 et 1 sont deux facteurs particuliers :

• Tout nombre est un multiple de 1.

• 1 est un diviseur de tout entier naturel.

• 0 est un multiple de tout entier naturel, en effet : pour tout entier naturel n, on a 
n × 0 = 0 × n = 0.

Attention : 0 est multiple de tout entier naturel comme nous venons de le voir, cependant lorsque l’on dresse la liste des multiples d’un nombre n, on néglige la plupart du temps l’écriture de 0 et on commence la liste des multiples de n par n lui-même : {n, 2n, 3n...}.

• 0 n’est diviseur d’aucun nombre entier naturel n non nul, en effet :

il n’existe pas d’entier naturel k non nul pour lequel on ait 0 × k = n.

Ces particularités ont une conséquence pour tout entier n.

Tout nombre entier naturel n non nul est multiple et diviseur de lui-même, en effet : pour tout entier naturel n, on a 1 × n = n × 1 = n.

2. Les diviseurs

Il est simple de déterminer de très nombreux multiples d’un nombre donné, il suffit pour cela de multiplier ce nombre par des entiers naturels pris au hasard.

Ex : Trouver des multiples de 6.

6 × 0 = 0 ; 6 × 1 = 6 ; 6 × 2 = 12 ; 6 × 3 = 18 ; etc. la liste est infinie.

Mais il est moins simple de déterminer l’ensemble de tous les diviseurs d’un nombre donné.

S’il est facile de déterminer l’ensemble des diviseurs de 6, {1, 2, 3, 6}, déterminer la liste complète des diviseurs de 3 582 est plus ardu, c’est pourquoi il faut se doter d’outils.

 

3. Les critères de divisibilité

Ce sont des critères qui vont nous permettre de reconnaitre assez rapidement si des nombres donnés sont des multiples de certains nombres couramment rencontrés dans les calculs.

 

Les critères fondamentaux pour reconnaitre :

 

– Les nombres pairs :

Critère de divisibilité par 2 : un nombre entier naturel est un multiple de 2 (est divisible par 2) si et seulement si il est pair, c’est-à-dire si et seulement si son chiffre des unités est un chiffre pair.

 


Astuce
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Pour représenter un nombre pair quelconque, il est souvent pratique de l’écrire sous la forme 2k, k entier naturel.

En conséquence, un nombre impair s’écrit sous la forme 2k + 1 ou 2k – 1.










 

– Les nombres multiples de 3 :

Critère de divisibilité par 3 : un nombre entier naturel est divisible par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est un multiple de 3.

Ex :

6 492 est un multiple de 3 car 6 + 4 + 9 + 2 = 21

Et 21 est un multiple de 3.

 

– Les nombres multiples de 4 :

Critère de divisibilité par 4 : un nombre entier naturel est divisible par 4 si et seulement si le nombre formé par ses deux derniers chiffres de droite (dizaine, unité) est un multiple de 4.

Ex :

953 296 est divisible par 4 car 96 (24 × 4) est un multiple de 4.

 

– Les nombres multiples de 5 :

Critère de divisibilité par 5 : un nombre entier naturel est divisible par 5 si et seulement si son chiffre des unités est 0 ou 5.

Ex :

3 475 est un multiple de 5.

870 est un multiple de 5.

 

– Les nombres multiples de 9 :

Critère de divisibilité par 9 : un nombre entier est divisible par 9 si et seulement si la somme de ses chiffres est un multiple de 9.

Ex :

3 492 est un multiple de 9 car 3 + 4 + 9 + 2 = 18

Et 18 est un multiple de 9.

 

– Les nombres multiples de 11 :

Critère de divisibilité par 11 : un nombre entier naturel est divisible par 11 si et seulement si la somme de ses chiffres de rangs pairs (à partir de la droite) diminuée de la somme de ses chiffres de rangs impairs est un multiple de 11 (sans oublier que 0 est un multiple de 11).

 

D’autres critères de divisibilité peuvent être déterminés en combinant ces quelques critères fondamentaux :

 

– Les nombres multiples de 10, 100, 1 000… (critère de divisibilité par une puissance de 10) :

Critère de divisibilité par 10 : 10 = 2 × 5

Donc pour être divisible par 10, un nombre entier doit être divisible par 2 et par 5.

Il doit donc se terminer par 0.

Par extension, un nombre entier est divisible par 100 si et seulement si, il se termine par 00.

 

– Les nombres multiples de 6 :

Critère de divisibilité par 6 : 6 = 2 × 3

Donc pour être divisible par 6, un nombre entier naturel doit être multiple de 2 et de 3.

Son chiffre des unités est donc un nombre pair, et la somme de ses chiffres est un multiple de 3.

Ex :

3 492 est un multiple de 6 car son chiffre des unités (2) est pair et la somme de ses chiffres (18) est un multiple de 3.

 

– Les nombres multiples de 12 :

Critère de divisibilité par 12 : 12 = 4 × 3

Donc un nombre entier naturel est un multiple de 12 si et seulement si il est multiple de 3 et de 4.

C’est-à-dire si et seulement si la somme de ses chiffres est un multiple de 3 et ses deux derniers chiffres forment un nombre multiple de 4.

Ex :

149 616 est un multiple de 12 car :

16 est un multiple de 4 et 1 + 4 + 9 + 6 + 1 + 6 = 27 est un multiple de 3.

 

4. Les nombres premiers

Les plus anciennes traces des nombres premiers ont été trouvées près du lac Edouard, au Zaïre, sur un os (de plus de 20 000 ans), l’os d’Ishango, recouvert d’entailles marquant les nombres premiers 11, 13, 17 et 19.

Les os d’Ishango, également appelés bâtons d’Ishango, sont des artéfacts archéologiques découverts au Congo et datés de peut-être 20 000 ans. Selon certains auteurs, il pourrait s’agir de la plus ancienne attestation de la pratique de l’arithmétique dans l’histoire de l’humanité.

Les nombres premiers tiennent une place à part dans l’ensemble des entiers naturels. En effet, ces nombres « produisent » tous les autres nombres, c’est pourquoi il est indispensable de les connaitre. De plus, ils s’avèrent être des outils très efficaces dans de nombreuses situations.

 


N’oublions pas !
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Un entier naturel n est un nombre premier s’il admet exactement deux diviseurs : 1 et lui-même.

Attention : Le nombre 1 admet comme diviseur 1 et lui-même, c’est-à-dire 1, donc il n’a qu’un seul diviseur, il n’est donc pas premier.







 

◆ Crible d’Eratosthène

Les critères de divisibilité que nous venons d’énoncer vont nous servir à établir la liste des nombres premiers inférieurs à 100. Dans la grille qui suit ont été barrés tout d’abord les nombres pairs à partir de 4, puis les multiples de 3 à partir de 3 × 2 = 6, puis les multiples de 5 à partir de 5 × 2 = 10, et ainsi de suite avec 7, 9, 11, 13, 17, etc.

Nous obtenons ainsi (en rouge) la liste des nombres premiers inférieurs à 100.
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Vous devez retenir au moins cette courte liste : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, et savoir retrouver les autres nombres premiers grâce au crible d’Eratosthène par exemple.

◆ La décomposition en produits de facteurs premiers

Tout nombre entier naturel non nul, sauf 1, peut être écrit de manière unique sous la forme d’un produit dont les facteurs sont tous des nombres premiers.

Déterminer ce produit, c’est déterminer la décomposition du nombre en produit de facteurs premiers.

• Procédé 

1.  Écrivez le nombre n en haut de la colonne de gauche, testez sa divisibilité par 2.

– Si oui : alors écrivez 2 à droite du nombre n et sous le nombre n le facteur qui, multiplié par 2, donne n.

Ex : Soit n = 96








	
96

48


	
2







 

– Si non : testez sa divisibilité par le nombre premier immédiatement supérieur à 2 dans la liste des nombres premiers, c’est-à-dire 3, et procédez de même (si le test de divisibilité donne encore « non » avec 3, essayez 5, puis 7, etc.).

2. Répétez l’opération de test avec le nombre écrit sous n.

Ex : 








	
96

48

24


	
2

2











[image: ] Sur [image: ]

2.7 Le crible d’Eratosthène





3. Et ainsi de suite jusqu’à obtenir 1 dans la colonne de gauche. La décomposition en produit de facteurs premiers du nombre n est le produit de tous les nombres de la colonne de droite.

Ex : 








	
96

48

24

12

6

3

1


	
2 

2

2

2

2

3







 

On peut écrire : 96 = 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 3 ou encore 96 = 25 × 3.

 

◆ Liste des diviseurs, nombre de diviseurs d’un entier naturel

Nous pouvons également utiliser nos outils pour déterminer simplement et sûrement la liste exhaustive des diviseurs d’un entier et même déterminer son nombre de diviseurs sans avoir à en dresser la liste.

Soit un nombre n égal à 60.

1. Déterminons la décomposition en produit de facteurs premiers de 60.








	
60

30

15

5

1


	
2

2

3

5







 

On obtient : 60 = 22 × 3 × 5.

2. Déterminons la liste des diviseurs de 60.

Ce sont :

– les nombres premiers de la décomposition : 2, 3, 5 ;

– les produits de deux nombres premiers de la décomposition :

2 × 2 = 4 ; 2 × 3 = 6 ; 2 × 5 = 10 ; 3 × 5 = 15 ;

– les produits de trois nombres premiers de la décomposition :

2 × 2 × 3 = 12 ; 2 × 2 × 5 = 20 ; 2 × 3 × 5 = 30 ;

– et ainsi de suite, le produit de quatre nombres, puis cinq, etc., tant que cela est possible : pour 60, le produit le plus long est de quatre nombres 2 × 2 × 3 × 5 = 60.

On constate que la liste des diviseurs de 60 est :

1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60.

On constate également que 60 admet exactement 12 diviseurs, ce que nous aurions pu anticiper en utilisant la règle suivante :

– on augmente de 1 chacun des exposants des nombres premiers de la décomposition

60 = 22 × 31 × 51 : les exposants de la décomposition étant 2, 1, 1, on obtient, 3, 2, 2 ;

– on multiplie ces nombres entre eux : 3 × 2 × 2 = 12 ;

– on conclut : 60 admet exactement 12 diviseurs.
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